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Aufgabe 1.

(a)

Zunéchst einmal gilt nach Definition des Halmes: Sind U,V € U, mit V C U und
ist s € F(U), so ist [s], = [puv(s)]p.

Seien nun [s], [t], € Fp. Dann gibt es Uy, Uz € U, mit s € F(Uy) und t € F(Us).
Ferner gibt es ein V' € U, mit V' C Uy N Us. Definiere

—[s]p :i=[—s]p € Fp und
[slp + [t]p := [P0, v (5) + prav ()]p € Fp .

Offensichtlich ist diese Definition unabhéngig von der Wahl von V, da die Ein-
schrankungsabbildungen Gruppenmorphismen sind.

Seien ferner [s'], = [s], und [t'], = [t],. Dann gibt es U{,Uj € U, mit s’ € F(U;)
und ¢’ € F(U}) und ferner U,,Us € U,, mit U, CU N U; und Uy CUsN U’ sodass
Py, (8) = pU{UI(s’) und py; 7, (1) = PUL T, (t'). AuBlerdem gibt es ein V' € U, mit

V' € UyNUs. Dann sind py, v+ (s) = P v (Pu, 6, (8)) = Py (PU{UI(S/)) = pujv(s')
und pu, v (t) = pg,v (Puyo, (1) = Py (Puge, () = pugy(t'). Folglich ist

[=slp = [=puiv(s)]p = [_PU{V(SI)]p =[-s], und

lpuyvi(s) + pu,ve ()] = [pU{V’(S/) + pUéV’(t/)]p‘

Um zu zeigen, dass diese Mengen eine Basis fiir eine Topologie bilden, sind zwei
Bedingungen zu zeigen.
Die Vereinigung ist ganz F: Sei f € F und sei p := 7(f). Dann gibt es ein offenes
UC Mmit p e U und ein s € F(U), sodass f = [s],. Offensichtlich ist dann
f € Wy,s. Folglich ist
U Wu.=7F.
U C M offen
seF(U)
Der Schnitt zweier dieser Mengen ist Vereinigung von solchen Mengen: Seien
Ui,Uy € M offen und s € F(Uy), t € F(Us). Sei ferner f € Wy, s N Wy, + und
sei p := w(f). Dann ist p € Uy N Us. Ferner ist [s], = f = [t],. Es gibt also ein
offenes V' C U; N Uy mit p € V, sodass py,v(s) = pu,v(t) gilt. Insbesondere ist
FE€Wvopv(s) € Wor,s W Wt
Sei f € F und sei p := «w(f). Dann gibt es ein offenes U C M mit p € U und ein
s € F(U), sodass f = [s],. Sei ferner f € Wy s und sei ¢ := n(f). Nach Definition
von Wy s ist dann f= [s]g- Folglich ist die Abbildung 7y, ,: Wy,s — U bijektiv.
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Sei nun V' C U offen. Dann ist 7= 1(V) = {[s];: ¢ € V} = {[puv(s)]g: ¢ € V} =
W, puv () Offen. Also ist m[yy,,  stetig. Da die Mengen Wy s eine Basis der Topologie
bilden, ist somit 7: F — M stetig.

Umgekehrt sei V' C Wy s offen und sei f € V. Sei ferner p := w(f). Dann ist
f=1s]p- Da V offen ist und die Mengen Wy eine Basis bilden, gibt es ein offenes
V C M mitpeV undein t € F(V), sodass Wy, C V. Da Wy € Wy s gilt, ist
somit V' C U. Somit ist 7(Wy,) = V offen. Also ist auch (wlyy,,)~" stetig.

Daher ist 7: F — M ein lokaler Homéomorphismus.

Aufgabe 2.

(a) Sei V' C U offen und sei p € V. Da m: F — M ein lokaler Homéomorphismus
ist, gibt es eine offene Teilmenge W C V mit p € W und eine offene Teilmenge
W C 2~ Y(W) mit s(p) € W, sodass 7|5,: W — W ein Homdomorphismus ist. Da
s stetig ist, gibt es ein offenes V- C W mit p € V, sodass s(V) C W. Weil s ein
Schnitt ist, gilt m o s = idy. Folglich ist s|p = (7|y;) |- Insbesondere ist s(V))
offen. Da p € V beliebig war, ist somit auch s(V') offen. Da V' eine beliebige offene
Teilmenge von U war, ist somit s eine offene Abbildung.

(b) Da m: F — M ein lokaler Homéomorphismus ist, gibt es offene Teilmengen V' C U
und V C 7~ 1(V) mit p € V, sodass 7|;: V — V ein Homéomorphismus ist. Aus
mos=idy = mot folgt, dass s|y = (n|p) "' = t]y.

Aufgabe 3.
Dass B eine Pragarbe definiert, ist offensichtlich, da die gewthnliche Einschriankungs-
abbildung ein Gruppenhomomorphismus ist, welcher die Pragarbenaxiome erfiillt.
(a) Fiir z € U gibt es ein o € I, sodass z € Uy, da U = {J,¢; Ua eine Uberdeckung ist.
Aus flu, = glu, folgt somit f(z) = g(z). Da x € U beliebig war, ist f = g.
(b) Als Gegenbeispiel kann man z.B. U = X = C, I = N, U, = {z € C: |z] < n},
fn: Uy — C, fn(2) = z nehmen. Offensichtlich sind alle f,, beschrénkt, aber die
Funktion C — C, z +— z ist unbeschrankt.

Aufgabe 4.
Seien a: F — G und B: G — H die entsprechenden Garbenmorphismen.

»=":Sei F = G — H exakt. Dann ist im o = ker . Sei nun p € M. Ist g € G, derart,
dass fp(g) = 0, so gibt es folglich ein f € F mit o(f) = g. Da « ein Garbenmorphismus
ist, ist f € Fp. Also ist ker 5, C im «,. Sei umgekehrt f € F,. Dann ist S(a(f)) = 0, also
ist auch By(a,(f)) = 0. Folglich ist auch im oy, C ker §,,. Somit ist F,, — G, — H,, exakt.

= Sel F, = G, — H, fur alle p € M exakt. Fiir f € F ist (8o a)(f) =
(Br() © ax(p))(f) = 0. Folglich ist ima C ker 3. Sei umgekehrt g € ker 3. Dann ist
Br(g)(g) = 0. Also gibt es ein f € Fr(5) mit a4 (f) = g. Folglich ist ker 8 C im a. Somit
ist F - G — H exakt.
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