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Aufgabe 1.
Sei zunédchst (X, 7, f,a) eine maximale analytische Fortsetzung. Dann kénnen wir X
mit |Ox|, identifizieren. Nach Definition ist dann aber 7. (f.) gleich z € |Ox]|,,. Folglich

sind die Keime 7, (f3,) und m,(f,) verschieden.

Umgekehrt seien nun die Keime 7, (f;,) und m,(fa,) verschieden. Durch analytische
Fortsetzung erhalten wir, dass auch fiir jedes Paar (by,by) € X? mit w(by) = 7(by)
und by # by die Keime 7, ( fb ) und 7. ( fb ) verschieden sind. Somit ist die Abbildung

F: X = |Ox]|, z —= m.(f.) injektiv. Da X zusammenhingend ist, ist das Bild folglich
in |Ox]| o enthalten. Weil 7: X — X eine unverzweigte Uberlagerung ist, ist das Bild
gleich |Ox| o Dies folgt aus der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung entlang
einer Kurve, denn jede Kurve @: I — |Ox| , projiziert eine Kurve u: I — X, welche

einen Lift &: I — X hat. Dies zeigt, dass (X )Ty f ,@) mit der maximalen analytischen
Fortsetzung |Ox | ,, identifiziert werden kann und folglich selbst eine maximale analytische
Fortsetzung ist.

Aufgabe 2

Sei b € X. Da X wegzusammenhéngend ist, gibt es eine Kurve u: I — X mit u(0) = a
und u(1) = b. Nach Voraussetzung hat ¢ eine analytische Fortsetzung entlang . Sei also
1 € Oy die analytische Fortsetzung von ¢ entlang u. Dann existiert ein Lift 4: I — |Ox]|
von u, sodass 4(0) = ¢ und (1) = 1. Insbesondere liegt 1 in der gleichen Zusammen-
hangskomponente von |Ox| wie . Folglich ist b im Bild der Abbildung |Ox|, — X
enthalten. Da b beliebig war, ist somit |Ox|, — X surjektiv. Da [Ox|, eine maximale
analytische Fortsetzung ist und die maximale analytische Fortsetzung bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt ist, ist folglich X — X cine Uberlagerung.

Aufgabe 3.
Wir zeigen zunichst, dass (X, f,Id¢,a) eine analytische Fortsetzung darstellt: Nach

Voraussetzung ist f: X — X eine unverzweigte holomorphe Abbildung. Des Weiteren ist
Id¢ € O(X) und es gilt f(a) = a. AuBerdem ist

(fle) (F1p) ™) = (Flg) ™ o (Flg) = Tdgly -

Die analytische Fortsetzung (X , [,1dg,a) ist maximal: Dies folgt aus Aufgabe 1,
denn wenn a1, as € f~*({a}) verschieden sind, so sind auch die Keime f.((Idy)a,) und
J«((Id ¢ )a,) verschieden, da Id ¢ (a1) = a1 # a2 = Id ¢ (a2).
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Aufgabe 4.

(a) Die Abbildung exp : C — C*, z — e7 ist eine unverzweigte holomorphe Uberlage-
rung. Da der Logarithmus die Umkehrabbildung von exp ist, folgt aus Aufgabe 3,
dass (C,exp, Idc,0) eine maximale analytische Fortsetzung darstellt. Folglich ist D'e
biholomorph zu C, da die maximale analytische Fortsetzung bis auf Biholomorphie
eindeutig bestimmt ist.

(b) Die Abbildung z* : C* — C*, z > 2" ist eine unverzweigte holomorphe Uberlage-
rung. Da die k-te Wurzel die Umkehrabbildung von z* ist, folgt aus Aufgabe 3,
dass (C*, 2%, Idc+, 1) eine maximale analytische Fortsetzung darstellt. Folglich ist X
biholomorph zu C*, da die maximale analytische Fortsetzung bis auf Biholomorphie
eindeutig bestimmt ist.

(c) Sei

2z

Offensichtlich sind 0 und oo die einzigen Polstellen dieser rationalen Funktion (beide
einfach). Insbesondere stellt 7 eine zweiblittrige, verzweigte Uberlagerung P! — P!
dar. Fiir die Ableitung gilt
22— 1

222
Die Nullstellen von 7’ sind folglich die Punkte +1. Auflerdem ist w(+1) = +1.
Somit stellt 7 eine unverzweigte holomorphe Uberlagerung C\ {0, +1} — C\ {£1}
dar. Des Weiteren gilt

- (VIZH) = 1= :Jl_(z“lf:J_(%—l):ﬂ*—l_

() =

2z 2z

Folglich stellt (C\{0, £1}, 7, f,i) eine analytische Fortsetzung der Funktion v/1 — 22
dar, wobei
A 221

f(z) = —i 5

Diese ist maximal nach Aufgabe 1, da 7 eine zweiblittrige Uberlagerung ist und
7(i) = 7(—i) =0 und f(i) =1 # —1 = f(—i) gelten.
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