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Ubungsblatt 4 — Losungen

Aufgabe 1.

(a)

X ist kompakt als Bild der kompakten Teilmenge
{(20,21,22) € Wt |20 + |21 [® + |22 = 1}

unter der stetigen Projektion m: W — W/~. Die Mengen U; sind offen, da die
Urbilder 71 (U;) offen in W sind.
Die Abbildungen

4
7 (UoNUz) = C, (20, 21, 22) = L und 7 (UoNU1) = C, (20, 21, 22) = Z%
sind stetig. Folglich ist auch 71 (Ug) — P, (20, 21, 22) ~— [2 : 22] stetig und somit
auch ¢g. Da die Abbildungen C* — C*, z + z* und C* — C*, z — 2% lokale
Homdéomorphismen sind, gibt es folglich lokal ein stetiges Inverses der Abbildung
71 (Uo) — C2, (20, 21, 22) = (21, z2), nimlich

_ (s 2 af 4
(3073172'2)—(\/—2’?—22,\/21,22).

Somit ist ¢g ein lokaler Homéomorphismus. Analog kann man zeigen, dass auch ¢
und 9 lokale Homéomorphismen sind.
Die (lokal definierten) Abbildungen

(21 : 22] 7 [20 : 21 : 22) ¥ 28 @ 29,
[21 : 2z0] = [20 : 21 : 29] = [20 : 21] und

2yt 22) > [20 1 21 0 22] > [20 ¢ 21

sind lokal biholomorph, da die Abbildungen C* — C*, z — z* lokal biholomorph
sind. Folglich stimmen die durch ¢g, 1 und o definierten komplexen Strukturen
auf den Schnitten Uy N Uy, Ug N Uy und Uy N Us iiberein, sodass auf ganz X eine
eindeutige komplexe Struktur definiert wird, sodass g, ¢1 und @2 holomorph sind.
Die Abbildung ¢ ist eine zweifache Uberlagerung, da es zu gegeben zg, z; € C mit
28 + 2% # 0 genau zwei 29 € C gibt mit 2§ + 2§ + 23 = 0. Die Menge X \ Uy besteht
aus jenen Punkten [zg : 21 : 0] mit 2§ + 2§ = 0, d. h. es gilt (j—(l’)8 = —1. Folglich
gibt es genau 8 Verzweigungspunkte (fiir jene Punkte gibt es nur ein 25 € C mit
28 + 28 + 23 = 0, ndmlich 29 = 0). Die Formel von Riemann—Hurwitz impliziert fiir
das Geschlecht gx von X folglich

29x —2=2-(2-0—2)+8-1,
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(c) pist in der Tat eine Involution:

(pop)([z0:21:22)) =p([—21:20: —22)) = [—20: —21: 22) = [20: 21 : 29],
da (-1)* =1.
p ist fixpunktfrei: Sei [—z; : zp : —22] = [20 : 21 : 22]. Dann gibt es ein A € C* mit
—21 = A2, 20 = Az und —zo = M2z, Somit gilt 29 = A\z; = —A\?z. Folglich ist

sowohl A2 = —1 als auch A* = —1 (da 2, 22 # 0, weil (29,21, 22) # (0,0,0) und
28 + 28 + 23 = 0) — Widerspruch.
p ist holomorph: Seien

m: Pt P

T9: Pt — P!, [20 : z1] = [—21 : 20] -

B
AN
I

[—20:21] und

Diese Abbildungen sind offensichtlich holomorph. Nun gilt

(w00 p)([20 21 : 22]) = [25 : —2a] = Tu([20 : 22)) = (T o 1) ([0 : 21 ¢ 22]),
(p1op)([z0: 21 : 22]) = [zi1 D—z9] = 7'1([2:1l c29]) = (r10owo)([20 : 21 : 22]) und

(p20p)([20 : 21 : 22]) = [—21 1 20] = T2([20 : 21]) = (72 0 2)([20 : 21 : 22]) -

Die Abbildungen ¢; o p fiir i = 0,1, 2 sind somit holomorph als Verkettung von
holomorphen Abbildungen. Folglich ist auch p holomorph.

Fir x € X sei p;: Uy — C eine Karte. Indem wir U, verkleinern, falls n6tig, kénnen
wir annehmen, dass p(y) ¢ U, fur alle y € U,. Das heifit, dass U, durch 7 bijektiv
auf 7(U,) in Y abgebildet wird. Somit ist ¢, o 7=1: 7(U,) — C eine Karte auf Y.
Diese Karten sind vertrédglich, da p biholomorph ist (wenn ¢, : U, — C eine Karte
ist, so ist auch ¢, o p: p(U,) — C eine Karte).

Fiir das Geschlecht gy von Y gilt:

2-(29y —2)=29gx —2=2-3—-2=4,
also gy = 2.

Aufgabe 2.
Es gilt p'(2) = 322 — 3 # 0 fiir alle z # £1. AuBerdem ist p(£1) = F2 = p(F2). Folglich
hat das Polynom 22 — 3z — ¢ fiir ¢ € Y genau drei einfache Nullstellen, welche alle in X
liegen. Mit anderen Worten: die Abbildung p: X — Y, welche offensichtlich holomorph
ist, ist eine unverzweigte, 3-blittrige Uberlagerung.

Sei nun f: X — X eine Decktransformation. Wir haben X = P!\ {#£1,+2 o0}
und Y = P!\ {#1, 00}. Folglich ldsst sich f holomorph fortsetzen zu einer Abbildung
F: P! — P! (da die Uberlagerung p: X — Y eigentlich ist). Weil ferner f: X — X

Ubungsblatt 4 — Lésungen Seite 2 von 4



Riemannsche Fliachen (SoSe 2016)
Prof. Dr. Frederik Witt
Dr. Matthias Ohst

Universitat Stuttgart

biholomorph ist, ist auch F: P! — P! biholomorph. Insbesondere gibt es a,b,c,d € C,

sodass
az+b

cz+d

f(z) =

gilt (Aufgabe 3 (b) vom Ubungsblatt 2). Da f eine Decktransformation ist, gilt somit

(az—l—b>3_ az+b

3
= -3
cz+d cz+d i “

also
(az +b)> = 3(az +b)(cz + d)? = (2% — 32)(cz +d)>.

Der Vergleich des Koeffizienten von 2% ergibt ¢3 = 0, also ¢ = 0. O.B.d. A. kann somit
d = 1 angenommen werden. Also ist

(az +b)> —3(az +b) = 2> — 3z.

Der Vergleich des Koeffizienten von 23 ergibt a® = 1, also a # 0. Der Vergleich des
Koeffizienten von 22 ergibt 3a?b = 0 und somit b = 0. Der Vergleich des Koeffizienten
von z ergibt nun —3a = —3, also a = 1. Somit ist f(z) = z und folglich

Deck(X/Y) = {1d} .

Aufgabe 3.
Angenommen, f habe m Polstellen und g habe n Polstellen (jeweils mit Vielfachheit
gezdhlt). Sei ferner d := m + n. Seien nun zi,...,242,94 € X beliebige verschiedene

Punkte auf X, in welchen weder f noch ¢ einen Pol habe. Betrachte die folgende
(d? + 2d) x (d? + 2d + 1)-Matrix:
Hy jarysher = f(z0) g(ze)F

fir ¢ =1,...,d>+2dund j,k =0,...,d. Da diese Matrix mehr Spalten als Zeilen hat,
gibt es (aj;) € CUTD*@+D) (nicht alle ajy, gleich 0), sodass
d
> Hyjasn) k106 =0
J,k=0

fiir alle £ = 1,...,d? 4 2d gilt. Mit anderen Worten: Die Funktion h: X — X,
d d
- Z Z ajrf(z)
j: =0

hat mindestens die (d? + 2d) verschiedenen Nullstellen z1, ..., 242404
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Andererseits muss jede Polstelle von h schon Polstelle von f oder g sein. Seien
Z1,...,2Ny € X diejenigen Punkte, in denen f oder g eine Polstelle hat. Sei ferner m, die
Ordnung der Polstelle von f in Z,, falls f dort einen Pol hat, und 0 andernfalls. Analog
sei ny fiir g definiert. Dann ist die Ordnung der Polstelle Z; von f(2)7g(2)* (falls diese
Funktion in Z, eine Polstelle hat) maximal mgj + n¢k < (my + ng)d. Somit ist die Anzahl
der Polstellen von h mit Vielfachheit gezihlt maximal X7, (my + ng)d = (m 4 n)d = d2,
weil S0 mg = m und )4 ny = n gelten.

Da h mehr Nullstellen als Polstellen hat und X kompakt ist, ist h folglich identisch 0.
Mit anderen Worten: das Polynom

P(ZW):=>

d d )
> ajpZI Wk
7=0k=0

erfillt die Bedingung P(f,g) = 0.
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