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Ubungsblatt 2 — Losungen

Aufgabe 1.
Die Abbildung f* ist offensichtlich ein Ringmorphismus:

fflo+d)=(p+d)of=pof+iof=[f(p)+ () und
frlo-v)=(p-v)of=(pof) (of)=[ (o) " (¥).
Sei nun ¢ € O(Y) mit f*(¢) = 0 gegeben. Dann ist insbesondere ¢ identisch 0 auf

dem Bild f(X). Da f nicht-konstant ist, ist f(X) offen. Folglich ist ¢ = 0 nach dem
Identitétssatz. Da ¢ beliebig war, ist somit f* injektiv.

Aufgabe 2.

Wir betrachten zundchst den Fall, dass f in einem der Punkte pq, ..., p, eine wesentliche

Singularitdt hat. In diesem Fall folgt die Aussage aus dem Satz von Casorati-Weierstraf.
Andernfalls ist f eine meromorphe Funktion auf X und kann somit als eine holomorphe

Abbildung F: X — P! betrachtet werden. Da X kompakt ist und F nicht-konstant, ist

folglich F' surjektiv. Die Aussage folgt, da {p1,...,p,} endlich ist.

Aufgabe 3.
(a) Die holomorphe Struktur auf P! ist gegeben durch die Karten ¢q: Uy — C,
[20 : z1] = Z- und p1: Ur = C, [20 1 21] = 22, wobei U; := {[20 : 21] € PL: z; # 0}
fir ¢ = 0, 1. Betrachte

F:P' =P [20:21] = [azo + 21 @ cz0 + dz].

In den Karten ¢; haben wir

Fon(2) = (00 Fo (20)™)(2) = (po0 )1+ 2]) = polla+ b= e +-d2]) = ST 02
For(2) = (010 F 0 (90)™)(2) = (o1 0 )1 2]) = n (b= e +-e]) = 402
Fio(2) = (00 F o (1) )(2) = (o0 F)([z 1)) = pollaz +b ez + ) = 219
Fi(2) = (p10 F o (o) ™)) = (10 F)(2 1) = pallaz + b2 4 ) = 250

Die Funktionen Fj; sind offensichtlich holomorph auf ihren jeweiligen Definitions-
bereichen (man beachte, dass (a,b), (c,d) # (0,0), da ad — bc # 0). Folglich ist F
eine holomorphe Abbildung. Insbesondere definiert F' eine meromorphe Funktion
auf P'. Dariiber hinaus gilt

az—i—b_

(proFolp) ™)) = (1o F)(lz: 1) = prllaz +b: ez 4 d) = - =

f(z)
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fiir alle z € C mit cz + d # 0. Also ist F' eine meromorphe Fortsetzung von f. Die
inverse Funktion ist gegeben durch

F7LPL P [20: 21] - [dzo — b2y — c20 + az1],
denn es gilt

(F7Y o F)([20 : 21]) = F~Y[azo + b2y : czp + dz1))
= [d(azo 4+ bz1) — b(czo + dz1) : — c(azp + bz1) + a(czo + dz1))]
= [(ad — bc)zp : (ad — bc)z1] = [20 @ 21],

da ad — bc # 0. Somit ist F': P! — P! biholomorph.

Eine biholomorphe Abbildung f: P! — P! ist insbesondere eine meromorphe
Funktion auf P!. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass eine meromorphe Funktion
auf P! rational ist, d.h. es existieren Polynome g,h € C[z] mit f(z) = Zg% Da
f biholomorph ist, hat f genau eine Null- und genau eine Polstelle, jeweils der
Ordnung 1. Daher miissen g und h linear sein, wenn wir (0. B.d. A.) voraussetzen,
dass g und h keine gemeinsame Nullstelle haben. Die Bedingung, dass die Matrix
der Koeffizienten in GL(2, C) liegt, folgt wiederum aus der Bijektivitédt von f: Ware
namlich ad — bc = 0, so wéren az + b und ¢z + d linear abhéngig, und folglich wére
f konstant.

Aufgabe 4.

(a)

Wir zeigen zunéchst, dass g4 auf C\ A eine holomorphe Funktion ist, d.h. wir
wollen zeigen, dass die Reihe gleichméfig auf Kompakta konvergiert. Sei dazu R > 0
gegeben. Da {w € A: |w| < 2R} endlich ist, reicht es zu zeigen, dass

gleichmaBig auf {z € C: |z| < R} konvergiert. In der Tat gilt

1 1| |w?—(z—w)?| |2(z—2w)| | 2(2—2)
(z—w)? w?| ‘ (z — w)?w? (z —w)2w?|  |wd(l-—2)2
R-(2+3) _10R
=P P

fir z € C,w € A mit |z2| < R und |w| > 2R.
Sei A = Zwy + Zwy fiir eine R-Basis (w1, ws) von C. Die Abbildung f: S* — R,
(x,y) — |rwy + yws| hat ein positives Minimum, d. h. es existiert ein § > 0, sodass
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Inwi + muws|* > 6(n? + m?) fiir alle n,m € Z gilt. Folglich ist
<

2 TESy X oI
weA\{0} |w‘ n,meZ (n2 + TTL2) 2
(n,m)#(0,0)

1 1

7| =

Diese Reihe konvergiert, da das Integral

>~ 1
/ 73dxdy:2ﬂ'/ — dr =27
w24+y2>1 (22 + y?)2 1T

endlich ist. Dies zeigt, dass g eine holomorphe Funktion auf C \ A ist. Dartiber
hinaus folgt, dass g4 Pole der Ordnung 2 in den Punkten von A hat, sodass @4
eine meromorphe Funktion auf C ist.

Betrachte nun die Ableitung

Ph(z) =-2)" (z—1w)3

weA

Die Funktion g/, ist offensichtlich doppelt-periodisch beziiglich A. Folglich gibt
es ein ¢; € C, sodass pa(z + w;) = pa(z) + ¢ fir alle z € C\ A gilt. Dariiber
hinaus gilt nach Konstruktion ps(—z) = pa(z) fiir alle z € C\ A. Insbesondere ist
oA(5) = pa(—%5) = pa(F) + ci. Also ist ¢; = 0, d. h. g, ist doppelt-periodisch.
Sei g :== f — pa. Dann ist g eine meromorphe Funktion auf C mit P(g) C A.
Da sowohl f als auch g, einen Pol der Ordnung 2 im Nullpunkt haben und die
Koeffizienten ¢_5 und ¢_; der Laurent-Entwicklung im Nullpunkt von f und @4
iibereinstimmen, ist g holomorph in einer Umgebung von 0. Da g doppelt-periodisch
ist, ist g somit eine ganze holomorphe Funktion. Insbesondere definiert g eine
holomorphe Funktion auf dem Torus Ty = C/A, welche notwendigerweise konstant
ist, da Ty kompakt ist. Also ist g = cg =0, d. h. es gilt f = pq.
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