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Übungsblatt 1 – Lösungen

Aufgabe 1.
(a) ∂zf dz + ∂z̄f dz̄ = 1

2(∂xf − i ∂yf) (dx + i dy) + 1
2(∂xf + i ∂yf) (dx − i dy)

= ∂xf dx − i2 ∂yf dy = df .

(b) Sei f = u + iv. Dann gilt:

f ist holomorph ⇔ ∂xu = ∂yv und ∂yu = − ∂xv

⇔ (∂xu + i ∂xv) + i(∂yu + i ∂yv) = 0
⇔ ∂z̄f = 1

2(∂xf + i ∂yf) = 0 .

(c) Sei f = u + iv. Dann ist

J(f) =


∂xu ∂yu
∂xv ∂yv


.

Die lineare Abbildung z →→ iz für z ∈ C ist als Matrix I : R2 → R2 gegeben durch

I :=


0 1
−1 0


.

Wir haben

I ◦ J(f) =


0 1
−1 0


∂xu ∂yu
∂xv ∂yv


=


∂xv ∂yv
−∂xu −∂yu



und

J(f) ◦ I =


∂xu ∂yu
∂xv ∂yv


0 1

−1 0


=


−∂yu ∂xu
−∂yv ∂xv


.

Somit gilt:

f ist holomorph ⇔ ∂xu = ∂yv und ∂yu = − ∂xv

⇔ I ◦ J(f) = J(f) ◦ I

⇔ J(f) ist komplex linear.

Aufgabe 2.
Da f, g ∈ O(U), gilt ∂z̄f = ∂z̄g = 0.
(a) Weil ∂z̄ linear ist, gilt ∂z̄(f + g) = ∂z̄f + ∂z̄g = 0. Also ist f + g ∈ O(U). Die

Leibniz-Regel impliziert ∂z̄(f ·g) = (∂z̄f)·g+f ·(∂z̄g) = 0. Also ist auch f ·g ∈ O(U).
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(b) Sei g = u + iv. Da 1
g = 1

u+iv = u−iv
u2+v2 , gilt:

∂z̄


1
g


= (∂z̄u)·(u2+v2)−u·(2u·(∂z̄u)+2v·(∂z̄v))

(u2+v2)2 − i (∂z̄v)·(u2+v2)−v·(2u·(∂z̄u)+2v·(∂z̄v))
(u2+v2)2

= (v2−u2)·(∂z̄u)−2uv·(∂z̄v)+2iuv·(∂z̄u)+i (v2−u2)·(∂z̄v)
(u2+v2)2

= (v2−u2)·(∂z̄g)+2iuv·(∂z̄g)
(u2+v2)2 = − (u−iv)2

(u2+v2)2 · (∂z̄g) = −∂z̄g
g2 .

Zusammen mit der Leibniz-Regel ergibt sich

∂z̄


f
g


= (∂z̄f)·g−f ·(∂z̄g)

g2 = 0 .

Also ist f
g ∈ O(U).

(c) Sei h = u + iv. Da ∂xf = ∂zf + ∂z̄f und ∂yf = i (∂zf − ∂z̄f), gilt:

∂z̄(f ◦ h) = 1
2(∂x(f ◦ h) + i ∂y(f ◦ h))

= 1
2

((∂xf) ◦ h) · (∂xu) + ((∂yf) ◦ h) · (∂xv)


+ i

2

((∂xf) ◦ h) · (∂yu) + ((∂yf) ◦ h) · (∂yv)


= ((∂xf) ◦ h) · (∂z̄u) + ((∂yf) ◦ h) · (∂z̄v)
= ((∂zf) ◦ h) · ((∂z̄u) + i (∂z̄v)) + ((∂z̄f) ◦ h) · ((∂z̄u) − i (∂z̄v))
= ((∂zf) ◦ (∂z̄h) + ((∂z̄f) ◦ h) · (∂z̄h) = 0 .

Also ist f ◦ h ∈ O(U).

Aufgabe 3.
Seien f, g ∈ O(D) mit f · g = 0 gegeben. Betrachte Z(f) := {z ∈ D : f(z) = 0} und
Z(g) := {z ∈ D : g(z) = 0}. Nach Vorraussetzung ist Z(f) ∪ Z(g) = D. Da D offen ist,
hat Z(f) oder Z(g) einen Häufungspunkt, o. B. d. A. Z(f). Dann ist aber f identisch 0
nach dem Identitätssatz, weil D zusammenhängend ist. Da f und g beliebig waren, ist
folglich D ein Integritätsbereich.

Aufgabe 4.
(a) Sei zunächst f eine Einheit in M(D). Dann gibt es ein g ∈ M(D) mit f · g = 1.

Aus f · g = 1 folgt, dass Z(f) = P(g). Da g meromorph ist, ist P(g) diskret. Somit
ist auch Z(f) diskret.
Sei umgekehrt Z(f) diskret. Dann ist f insbesondere nicht identisch 0. Folglich ist
g := 1

f eine meromorphe Funktion mit P(g) = Z(f) und f · g = 1.
(b) Sei f nicht identisch 0. Dann ist Z(f) diskret nach dem Identitätssatz, weil D\P(f)

zusammenhängend ist. Nach Teil (a) ist somit f eine Einheit. Da f beliebig war,
ist folglich M(D) ein Körper.
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