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Aufgabe 1 (Null- und Polstellen von meromorphen Funktionen).

Sei X eine kompakte riemannsche Fliache und seien f,g € M(X)* zwei meromorphe
Funktionen mit den gleichen Null- und Polstellen (mit Vielfachheit gezéhlt). Zeigen Sie,
dass es ein ¢ € C* mit f = c- g gibt.

Aufgabe 2 (meromorphe Funktionen mit genau einer einfachen Polstelle).
Sei X eine kompakte riemannsche Flache, die eine meromorphe Funktion besitzt, welche
genau eine einfache Polstelle hat. Zeigen Sie, dass X biholomorph zu P! ist.

Aufgabe 3 (der Korper der meromorphen Funktionen fiir einen Torus).
Sei A C C ein Gitter. In Aufgabe 4 vom letzten Ubungsblatt haben wir bereits die
Weierstrafi’sche p-Funktion kennen gelernt:

o= 5t X ()

weA\{0}

(a) Sei f € M(C) eine doppelt-periodische meromorphe Funktion. Zeigen Sie, dass es
ein Polynom g € C[z] gibt, sodass ¢g(p(2)) f(z) eine doppelt-periodische meromorphe
Funktion ist, deren Polstellen in A enthalten sind.

Hinweis: Zu einer Polstelle a betrachten Sie (p(z) — p(a))™ fur hinreichend grofes n.

(b) Sei f € M(C) eine doppelt-periodische meromorphe Funktion, deren Polstellen
in A enthalten sind. Sei ferner f gerade, d.h. f(—z) = f(z). Zeigen Sie, dass es ein
Polynom ¢ € C|[z] gibt, sodass f(z) = g(p(2)) gilt.

Hinweis: Aufgabe 4 (b) vom letzten Ubungsblatt.

(¢) Sei f € M(C) eine doppelt-periodische meromorphe Funktion. Zeigen Sie, dass es
rationale Funktionen g, h € C(z) gibt, sodass f(z) = g(p(2)) + h(p(2))¢'(2) gilt.
Hinweis: Der Quotient zweier ungerade Funktionen ist gerade.

(d) Zeigen Sie, dass a € C genau dann eine Nullstelle von ¢’ ist, wenn a ¢ A und 2a € A
gilt. Schlussfolgern Sie, dass ¢’ auf dem Torus T genau drei einfache Nullstellen
hat.

(e) Sei (w1,ws) € C? eine Basis von A, d.h. A = Zw; + Zwy. Zeigen Sie, dass

(¢(2))* = 4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(z) — e3)

gilt, wobei e1 := (%), ez := p(*Z) und e3 := p(F¥2). Warum héngen e, e

und es (bis auf die Reihenfolge) nur vom Gitter A, nicht jedoch von der Wahl der
Basis (w1, w2) ab?
Hinweis: Aufgabe 1.

(f) Schlussfolgern Sie, dass

K, 2 C(X)[Y]/(Y? ~ 4(X — e1)(X — e2)(X —e3)).
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