Prof. M. Eisermann

Hohere Mathematik 3 (vertieft)

28. November 2015

Scheinklausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Musterlosung

Matrikelnummer: Musterlosung

Vorname: Musterlosung

Name des Tutors: Musterlosung

Es gelten die {iblichen Klausurbedingungen. Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten

e Erlaubte Hilfsmittel: 6 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und &dhnliche Gerdte miissen wihrend der gesamten Klausur komplett

ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuldssig.

Nutzen Sie die Késten fiir Thre Losungen. Bei karierten Késten sind Ergebnis und Re-

chenweg gefragt. Nebenrechnungen machen Sie auf Schmierpapier, das Sie nicht abgeben.

Die Aufgaben sind untereinander unabhingig. Tipp: Sammeln Sie zunéchst die fiir Sie

leichten Punkte, und verbeiflen Sie sich nicht zu lange in eine fiir Sie schwierige Frage.

Die Klausur enthélt zu viele Punkte fiir 120 Minuten. Die Notenskala berticksichtigt dies.

Ihr Vorteil: Sammeln Sie Punkte; wéhlen Sie zundchst Fragen, die Thnen leicht fallen.

VIEL ErRFOLG!

Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

Aufgabe || 1 2

Gesamt

Punkte /1

/12

/9

/9 /13 /14 /14

/72

Erliuterung: Zur Nacharbeit dieser Klausur sind die Antworten ausgiebig erlautert. Ergebnisse

und Rechnungen sind ausfiihrlicher dargestellt, als in der Priifung verlangt war. Moge es niitzen!
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (2+2+2+2+2+2 = 12 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie eine kurze aber {iberzeugende Begriindung

(durch Nennung eines Ergebnisses der Vorlesung oder eines geeigneten Gegenbeispiels).

2A. Gibt es stetig differenzierbare Wege 7 : [a,b] — R? mit unendlicher Linge?

Begriindete Antwort:

Nein. Fiir jeden stetig differenzierbaren Weg ~: [a, b] — R" gilt die Wegléingenformel

b
0 = [Pold < o-omd] <
Erliuterung: Das Intervall [a, ] ist kompakt, der Integrand |4/(¢)| ist stetig, also beschrankt.
Daher hat jeder stetig differenzierbare Weg eine endliche Linge. Stetige Wege v : [a, b] — R"
hingegen konnen unendliche Lénge haben, wie zum Beispiel die Kochsche Schneeflockenkurve.

2B. Wir integrieren f(z) = 5/z—7/z? entlang des positiven Randes dR eines Rechtecks R C C
mit 0 ¢ OR. Welche Werte kann das komplexe Wegintegral [, f(z) dz annehmen?

Begriindete Antwort:
In z = 0 sieht man das Residuum res,_ f(2) = 5. Dank Residuensatz gilt:

107 fiir 0 € R,
f(z)dz = 27riness(f) =

OR sER 0 furOGC\R

Erliuterung: Der Residuensatz fiir holomorphe Funktionen vereinfacht viele Integrale!
Die vorliegende Frage zielt auf ein besonders einfaches Beispiel, ohne Rechnung.

2C. Sei U = { (z,9,2) € R® | 22 + y*> > 0 } der dreidimensionale euklidische Raum ohne die
z—Achse. Hat jedes rotationsfreie Vektorfeld f:U — R?, rot(f) = 0, ein Potential F': U — R?

Begriindete Antwort:
Nein. Ein konkretes Gegenbeispiel ist das Wirbelfeld f(z,y,z) = (—y,z,0)/(z* + ).

Erlduterung: Die Bedingung rot(f) = 0 ist notwendig fiir ein Potential, aber hinreichend
erst fiir einfach zusammenhingende Gebiete. Das Gebiet U ist nicht einfach zusam-
menhédngend. Vermutlich hat demnach nicht jedes rotationsfreie Vektorfeld ein Potential.
Wirklich iiberzeugend ist aber erst ein konkretes Gegenbeispiel, etwa wie angegeben das Ma-
gnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters entlang der z—Achse. Dieses prominente Vektor-
feld wurde in Ubung und Vorlesung behandelt, ausfithrlich und mehrfach: Auf ganz U gilt
rot(f) = 0, aber dennoch gilt f7 f(s)+ds entlang eines geschlossenen Weges um die z—Achse.
Demnach ist f zwar rotationsfrei, kann aber dennoch kein Potential auf U haben.
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2D. Ist > 7, \/1/ke*® die Fourier-Reihe einer quadrat-integrierbaren Funktion?

Begriindete Antwort:
Nein, denn die Koeffizienten sind nicht quadrat-summierbar: y °  1/k = cc.

Erlduterung: Jede absolut integrierbare Funktion f: [0, 27] — C koénnen wir in ihre Fourier—
Reihe f(x) ~ 3007 cpe™ =@ 4+ 377 ap cos(kx) + by sin(kx) entwickeln. Es gilt dann:
2m o0 2 n
2 2 a;g 1 2 2
de = = |- +|= b
[ e = S lal = Fr g3l +lul

Genau dann ist die Funktion f iiber [0, 27| quadrat-integrierbar, das heif3t f027r| f(x)]?dz < oo,
wenn ihre Fourier-Koeffizienten quadrat-summierbar sind, das heiit > 7 |¢;|* < oo.

Die Konvergenz der Reihen >, k~* wurde ausfiihrlich in HM2 und HM3 behandelt.

2E. Gibt es stetige Funktionen f:]0,1[ x |0,1[ — R, sodass die beiden iterierten Integrale
fg;l:() fylzo f(x,y)dy dz und fylzo fxlzo f(x,y) dz dy verschieden sind?

Begriindete Antwort:

Ja. Wir hatten ein konkretes Gegenbeispiel in Ubung und Vorlesung,
néimlich die rationale Funktion f(z,y) = (22 — y*)/(z* + y*)*.

FErlduterung: Dieses Problem kann nur fiir nicht absolut integrierbare Funktionen auf-
treten, etwa eine unbeschrénkte Funktion f:]0,1[ x ]0,1[ — R mit Polstellen auf dem
Rand des Quadr%tes. 1Daus angegebene Beispiel Wurdle in1 Ubung und Vorlesung behandelt:
Hier finden wir [ fy:O f(z,y)dydx = +7/4 und fy:O foo [, y)dady = —m/4.

2F. Gibt es stetige Funktionen f:[0,1] x [0,1] — R, sodass die beiden iterierten Integrale
f;:(] fylzo f(z,y)dydz und fylzo f;:o f(z,y) dz dy verschieden sind?

Begriindete Antwort:

Nein, dieses Problem kann nicht auftreten. Der Integrationsbereich [0, 1]? ist kompakt. Jede
stetige Funktion f:[0, 1] — R ist daher beschrénkt. Insbesondere ist f iiber [0, 1]* absolut
integrierbar. Der Satz von Fubini garantiert dann die Gleichheit der Integrale

1 1 1 1
f(z,y) d(x,y)z/ f(z,y) dydx:/ f(z,y)dzdy.
[0,1]2 x=0 J y=0 y=0 Jz=0
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Aufgabe 3. Der Residuensatz (2+2+2+83 = 9 Punkte)

3A. Bestimmen Sie das Integral

F(x) = /tO 214 dt = 3 /uo 21 du = [5 arctan(u)] =3 arctan(i)

u=0

Hinweis: Das Ergebnis geniigt. Die Probe ist leicht und fangt Rechenfehler ab.

3B. Bestimmen Sie mit der vorigen Aufgabe das Integral

< 1 o 1
/ dz = 2/ f(t)dt =2 - lim — arctan Sl
e T2+ 4 =0 z—00 2 2 2

3C. Bestimmen Sie fiir u € C das Residuum res, (¢"*/(z% + 4)) in den Polstellen z = +2i:

eiuz 672u ei“Z e+2u
res = res =
2=2i\ 22 4+ 4 4i ’ =—2i\ 22 + 4 —4i

3D. Berechnen Sie fiir © > 0 das Integral

-~ > cos
fu) = /_ . Y? dz Reell ist’s schwierig. . .

oo eiuz
= Re /_ 2 dz Komplex geht’s leichter!

eiuz
=27 Z res( pa 4) Wir nutzen den Residuensatz.
z=s\ 2
Re(s)>0

—2u T

= 27 - 1 = 5 e 2w Wir setzen 3C ein. Fertig!
i

Erlauterung: Mit dem Residuensatz konnen wir (auch reelle) Integrale leicht berechnen.
Diese Rechnung wurde in der Vorlesung ausgefiihrt und die allgemeine Technik getibt;
sie dient schlieBlich zur Fourier—Transformation, daher nutze ich hier die Schreibweise f.
Nicht richtig ist es, den Integranden cos(ux)/(z* + 4) wie eine rationale Funktion zu
behandeln und den Residuensatz naiv auf f(z) = cos(uz)/(2? +4) anzuwenden, oder die
dhnliche Rechnung fiir [~ cos(uz)/(xz* + 4) dz aus der Vorlesung hier abzuschreiben.

~ ~

Probe: Sie kennen f(0) aus Frage 3B. Zudem gilt lim, ., f(u) = 0 dank Riemann—Lebesgue.

4
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Aufgabe 4. Integralsitze in der Ebene (4+3+2 = 9 Punkte)

4A. Berechnen Sie das Arbeitsintegral fv f(s)-ds des Vektorfeldes f(x,y) = (0,3z) entlang des
Weges 7 : [0, 27] — R? mit v(t) = (1—sint)-(cost, 2sint). Hinweis: Es gilt 2sin ¢ cost = sin(2t).

/ f(s) - ds = /t:Zf(v(t))-v’(t) dt Definition

27 0 .
= ) . _ | dt Einsetzen
=0 \3(1 —sint)cost (—cost)-2sint+ (1 —sint) - 2cost

2

= / [3 cost — 3sint cos t] . [2 cost — 4sint cos t] dt Produkt
t=0

27
= / 6cos’t — 18sintcos®t + 12sin’ t cos® t dt Ausrechnen
t=0

2w s 2w
=6 / cos’tdt — 18 / sint cos® tdt + 3 / sin?(2t) dt Vereinfachen
t t

=0 t=0

=—Tr

=6m+0+37r = 9 Integrale

Erlduterung: Die Rechnung zur Herzkurve wurde in der Vorlesung vorgefiihrt (und hier nur
leicht veréndert). Periodenintegrale iiber Produkte von sin¢ und cost kennen wir gut von
Fourier-Reihen, damit kann man die obigen Integrale geschickt und ziigig auswerten.
Alternativ kann man auch direkt die Stammfunktion zu 18 sin ¢ cos? t ausschreiben.

Dieses Beispiel dient hier als Anwendung zum Satz von Green und der Fléchenformel.
Die beiden folgenden Fragen nutzen den Satz von Green in beide Richtungen.

4B. Folgern Sie den Flicheninhalt voly(H) der vom Weg v umschlossenen Fliche H C R2

1

voly(H) = / 1d(z,y) = 3 /Hrot(f) d(z,y) = %/f(s) -ds = 3w Satz von Green!
H v

4C. Berechnen Sie das Arbeitsintegral fy g(s) - ds des Vektorfeldes g(z,y) = (—3y, 2x).

/g(s) -ds = / rot(g) d(z,y) = / 5d(z,y) = 5voly(H) = 157 Satz von Green!
¥ H H
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Aufgabe 5. Fourier—Reihen (1+2+3+1+3+3 = 13 Punkte)
Die Funktion f:R — R sei 27—periodisch mit f(x) = e* fiir —7 < z < 7.

5A. Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [—-12,12]:
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Erlduterung: Die Hunktion f ist nicht stetig; sie hat Sprungstellen in x = +7m, +37, b7, .. ..

Sie erfiillt in jedem Punkt x € R die Dirichlet{Bedingung, ist aber nicht sprungnormiert.

Frage 5B klért die Grenzwerte der Fourier—-Rejhe dank des Satzes von Dirichlet.

5B. Finden Sie den Grenzwert der Fourier-Reihe f,(z) =Y ;__ cxe* in 2 =0 und z = 7

2m —2m
lim f,(0) = 1 , lim f,(m) = ere cosh(2m)

n—o00 n—o00 2

5C. Bestimmen Sie die Koeffizienten der komplexen Fourier-Reihe f(z) ~ Y 77 cpe™:

1 fr _
= or e ke 022 dy Definition der Fourier—Koeffizienten.
™ —T
| Ao -
=5- e dx Exponentialgesetz nutzen.
™ —T
L1 ol - :
= —|———2=e Stammfunktion ausschreiben.
2w | 2 — ik T
e g <eZ”e‘“€7T - e‘%eik”) Mit e**™ = (—1)* vereinfachen
or 2 — ik '

7Zu einem reellen Nenner erweitert.

(_1)k 2+1k 2 -2
o '4+k2<e —4 )

Erlduterung: Das Integral gelingt leicht, das Ergebnis ist leider nicht rund. Das kommt vor.
Hier muss man mit komplexen Zahlen rechnen konnen, insbesondere ™ = —1.
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5D. Bestimmen Sie die Koeffizienten der Reihe f(x) ~ % 4+ Y | ay cos(kx) 4 by sin(kz):

ap =| cp+cp =

(“D*2 (ar o
(e )

k
und by, = — 5 (zur Probe)

5E. Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourier—Reihe an einer geeigneten Stelle den Wert

oo

; 1 _: S % + % + 1—13 + 2—10 + 2i9 +.... Auswertung an der Stelle z = s ergibt:
A T — —, — 1| ‘
—5 =3 + ; ag cos(km) +by sin(km) Spezialisieren in x = .
= # + g} T —We_% &) f 12 Auflosen nach der gesuchten Reihe:
g4+1k2 - —é+%-% = 0.66040...
i 4_:k,g = % + % : % = 0.91040... (zur Information)

B
é

Erliuterung: Die erste Gleichung gilt dank des Satzes von Dirichlet (Frage 5B), denn
im Punkt x = 7 existieren die einseitigen Grenzwerte f(x+) und Ableitungen f’(z+).

5F. Bestimmen Sie durch Auswertung der Fourier-Reihe an einer geeigneten Stelle den Wert

Auswertung an der Stelle x = 0

ergibt:

i(_l)k— Lol o1 1 1
f~4+k* 5 8 13 20 29 77
00 =1 =0
a ] 1 I' 1
1= EO + Z a cos(k - 0) by sin(k - 0)
k=1
2 | =27 27 27 1 k2
e e Z e e (—1) 2
4 = s 44k
i -1 7 1
2 g I 2w
P 4+ k 8 2 e e
i (- 1 LT 1
fe4t k8 2 e

Erliuterung: Die erste Gleichung gilt dank des Satzes von Dirichlet (Frage 5B), denn in
x = 0 existieren die einseitigen Grenzwerte f(x+) = f(x) und Ableitungen f'(z+) = f'(x).

Spezialisieren in z = 0.

Auflésen nach der gesuchten Reihe:

—0.12353. ..

0.12646... (zur Information)

u\
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Aufgabe 6. Flichen im Raum und der Satz von Stokes (3+2+4+5 = 14 Punkte)

6A. Skizzieren und parametrisieren Sie das Rotationsparaboloid

S:{(x,y,z)€R3|O§z:4—x2—y2}.

P COS
x
y| = P psinp
. 2
4 — p?
0<p< 2
mit
0<e<2rm
6B. Berechnen Sie die Flachennormale
Ccos —psin g 2p% cos
8_Q)X8_CI) = sin @ X +pcos = 2p° sin
dp Oy
—2p 0 P
6C. Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Fliache S:
voly(S) = / 1|dS]| Der Fldcheninhalt ist ein spezielles Integral.
S
2 2
= / / \Vapt 4+ p2dedp Flachenverzerrung: Die Norm |dS| berechnen.
p=0 J =0
2 2
= / / pV4p? + 1dedp Integrand vereinfachen soweit moglich.
p=0 J =0
1 2
=2 {E (4,02 + 1)3/ 2] Stammfunktion finden, die Probe ist leicht.
p=0
= %(173/2 — 1) = 36.1769... Auswerten soweit moglich.
Erlduterung: Die Vorbereitungen aus 6A und 6B erleichtern die Rechnung. Das Integral ist
iiberraschend leicht, aber das Ergebnis ist leider nicht ganz so rund. Das kommt vor.

Plausibilititscheck: Die Skizze suggeriert 30 < voly(S) < 40. Es gilt 17%/2 ~ 70.
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6D. Berechnen Sie den Fluss [, f-dS des Vektorfeldes f:R* — R? mit

x 2y e** +xe™ — drye¥?
fly| =rot|bzxe?” | = | —ye™ + 2zye*?
z e*Y Hev* —2e"?

durch die Flidche S nach oben (in positive z—Richtung). Nutzen Sie hierzu ein Wegintegral.

/ f(s)-dS Es gilt f = rot(g) wie angegeben.
seS

= / rot(g)-dS = / g(s)+ds  Wir nutzen den Satz von Stokes.
seS

s€oS
o 2cost
= / g(y(t) -~/ (t) dt Wir parametrisieren 95 durch y(t) = | 2sint
=0 0
9 2cost —2sint
= / g | 2sint |+ ] 2cost | dt  Den Weg ins Wegintegral einsetzen und. . .
0 0 0
o 4sint —2sint
= / 10cost |+ | 2cost | dt Das Vektorfeld g auswerten.
t=0 e4 costsint 0
2
= / 20 cos® t — 8sin® ¢t dt Das Skalarprodukt ausmultiplizieren.
t=0
=20r —-87 = 12m Integrale auswerten.

Erliuterung: Periodenintegrale iiber cos?¢ und sin? ¢ und #hnliche kennen wir gut von
Fourier-Reihen, damit kann man die obigen Integrale geschickt und ziigig auswerten.

L'.ﬂ‘
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Aufgabe 7. Dreidimensionale Kérper und der Satz von Gaufl (3+3+3+3+2 = 14 Punkte)

TA. Skizzieren und parametrisieren Sie den Halbzylinder

K:{(x,y,z)€R3|x2+y2§4,yZO,O§z§4}.

x p P COS P
z
D yl =@ || = | psing
z

Q + M 0 <p< 2
e 0 <ep<| ow
0<z<4

7B. Berechnen Sie auf K die Quellstiirke des Vektorfeldes f:R? — R? mit

x 3z + Ty + 23 + dwy?
flyl =142 —y— mz+4ya?
z e_w2/2 . e_y2/2
/ div f(z,y,z)d(z,y, 2) Zunichst berechnen wir die Divergenz. . .
K

= / (3 +4y* — 1+ 42?) d(z, v, 2) Wir wechseln zu obigen Zylinderkoordinaten. . .
K
2 ™ 4
= / / / (2+4p*) pdzdpdp  Funktionaldeterminante p nicht vergessen!
p=0 =0 J 2z=0

2
=dr / 2p + 4p> dp Integranden soweit mdoglich vereinfachen.
p=0

2

=47 [,02 + ,04] = 807 Stammfunktion ausschreiben und auswerten.
p=0

Erlduterung: Sie kennen die Funktionaldeterminante det &' = p von Zylinderkoordinaten.
Diese muss hier nicht erneut berechnet werden, sondern wird gleich in der Rechnung genutzt.
Man beachte, dass wir hier nur iiber einen Halbzylinder integrieren, daher 0 < ¢ < 7.

Wir nutzen im Folgenden den Satz von Gauf}: [ div(f)d(z,y,2) = [, f-dS.
Die Randfliche 0K besteht aus Deckel D, Boden B, Mantel M und Schnittfliche Q.
Die Flussintegrale durch B und D heben sich offensichtlich auf. Genau hinsehen!

10
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7C. Berechnen Sie den Fluss von f aus K durch den Deckel D = { (x,y,2) € K } z2=4 }:

/ f(s)-dS Die Einheitsnormale ist hier np = (0,0, 1).
seD
= / e @2 4z, y) Wir wechseln zu obigen Polarkoordinaten. . .
(z,y,4)€D
2 ™ 3
= / / e P2 pdedp Funktionaldeterminante p nicht vergessen!
p=0 =0
RE:
=T {—e_” / 2} = 7T(1 - 6_2) Stammfunktion ausschreiben und auswerten.
p=0

FErliuterung: Die einfache Geometrie des Korpers K vereinfacht hier etwas die Berechnung.
Ebenso gut kann man D wie in TA parametrisieren (mit z = 0) und die Fldchennormale
0, x 0, = (0,0, p) verwenden. (Diesem Rechenweg sind wir in Aufgabe 6 gefolgt.)

Erst der zusétzliche Faktor p ermoglicht die einfache Stammfunktion! Ohne geht’s nicht.

Der Fluss von f aus K durch den Boden B = { (r,y,2) e K | 2=0 } ergibt das Negative!
Die Rechnung ist identisch, aber die Einheitsnormale ng = (0,0, —1) zeigt nach unten.

Das Integral kennen wir vom Gauflschen Kunstgriff zur Berechnung von fR e ’12dt = \/2r.

7D. Bestimmen Sie fiir das Randflachenstiick Q) = { (r,y,2) € K ‘ y=20 }

0
den Schwerpunkt mg = 0 ,
2
x x
den senkrechten Feldanteil fl10]-ng|0]| = nz — 4z (linear!) ,
z z
und hiermit das Flussintegral / f+dS = / fengldS| = 327
Q Q

7E. Folgern Sie fiir die Mantelfliche M = { (z,y,2) € K |2 +y* =4}

80r — 3271 — (1—1)m(1—e™?)

das Flussintegral / f+dS =
M =487 (Satz von Gaufl!)

11
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