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Aufgabe 1: Disjunkte Vereinigung

Seien X “ SpecA und Y “ SpecB affine Schemata und X \ Y ihre disjunkte Vereinigung.
Zeigen Sie, dass X \ Y “ SpecAˆB (insbesondere ist also X \ Y wieder ein affines Schema.)

Aufgabe 2: Über Proj

Seien S “
À

iě0 Si und T “
À

iě0 Ti gradierte Ringe und ϕ : S Ñ T ein Morphismus gradierter
Ringe, also ϕpSiq Ď Ti.

(i) Zeigen Sie dass ProjS “ H dann und nur dann wenn jedes Element von S` nilpotent ist.

(ii) Sei U :“ tp P ProjT | ϕpS`q Ę pu. Zeigen Sie dass U eine offene Teilmenge von ProjT ist
und dass ϕ einen natürlichen Morphismus f : U Ñ ProjS induziert.

Aufgabe 3: Arithmetisches Geschlecht

Sei Y eine Varietät der Dimension r in Pn mit Hilbertpolynom PY . Wir definieren das arithme-
tische Geschlecht durch

papY q :“ p´1q
rpPY p0q ´ 1q.

Zeigen Sie:

(i) papP
nq “ 0.

(ii) Ist Y eine ebene Kurve vom Grad d, so gilt

papY q “
1

2
pd´ 1qpd´ 2q.

(iii) Allgemeiner, ist H eine Hyperfläche des Pn, so hat man

papY q “

ˆ

d´ 1

n

˙

.

(iv) Ist Y der vollständige Durchschnitt zweier Flächen vom Grad a bzw. b im P3, so gilt

papY q “
1

2
abpa` b´ 4q ` 1.

(v) Seien Y r Ď Pn und Zs Ď Pm Varietäten der angegebenen Dimensionen. Weiter sei N :“
mn`m` n. Wir betten Y ˆ Z ein in den PN mit Hilfe der Segreeinbettung

Y ˆ Z Ă Pn ˆ Pm Ă PN .

Dann gilt
papY ˆ Zq “ papY qpapZq ` p´1q

spapY q ` p´1q
rpapZq.

Hinweis zu b) - d): Sei Y Ď Pn eine Hyperfläche definiert durch ein homogenes Polynom vom
Grad d. Dann ist d gleich pn´ 1q! multipliziert mit dem führenden Koeffizienten von papY q.


