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Aufgabe 1: Verklebelemma

Sei pXi,OXiq eine Familie von Schemata und seien Ui,j Ă Xi (i ‰ j) o�ene Mengen mit Isomor-
phismen ϕi,j “ pfi,j , f

˚
i,jq : pUi,j ,OX |Ui,j q Ñ pUj,i,OX |Uj,iq, so dass folgende Kozykelbedingungen

(i) ϕi,j “ ϕ´1
j,i ,

(ii) ϕi,jpUi,j X Ui,kq “ Uj,i X Uj,k und ϕi,k “ ϕj,k ˝ ϕi,j auf Ui,j X Ui,k

erfüllt sind. Zeigen Sie: es existiert ein Schema pX,OXqmit Morphismen γi “ pgi, g
˚
i q : pXi,OXiq Ñ

pX,OXq, so dass:

(i) γi ist ein Isomorphismus auf ein o�enes Unterschema von pX,OXq,

(ii)
Ť

i
gipXiq “ X,

(iii) gipUi,jq “ gipXiq X gjpXjq,

(iv) γi “ γj ˝ ϕij auf Uij .

Aufgabe 2: Varietäten als Schemata

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper. Zeigen Sie, dass ein natürlicher, volltreuer Funktor
t : Vark Ñ Schpkq von der Kategorie der Varietäten in die Kategorie der Schemata über k
existiert. Für jede Varietät X ist der topologische Raum X homöomorph zur Menge der abge-
schlossenen Punkte von tpXq und die Garbe der regulären Funktionen auf X ist isomorph zur
Einschränkung der Strukturgarbe von tpXq auf diese Menge (vgl. auch Hartshorne II.2.6. und
die Vorlesung)

Aufgabe 3: Fasern von Morphismen

Sei f : A Ñ B ein Ringhomomorphismus und fa : SpecB Ñ SpecA die auf den Spektren
induzierte Abbildung. Weiter sei p P SpecA. Zeigen Sie:

(i) Das Urbild fa´1tpu ist homöomorph zu SpecBp{pBp.

(ii) Man hat einen natürlichen Isomorphismus von Ringen Bp{pBp – kppq bAB. Daher ist der
der schematheoretischen Faser von p zugrunde liegende topologische Raum in der Tat das
fa-Urbild von tpu.

Hinweis: Bezeichne S die multiplikativ abgeschlossene Teilmenge Azp Ă A. Dann ist natürlich
auch fpSq Ă B multiplikativ abgeschlossen. Seien weiter Ap und Bp die Lokalisierungen S´1A
bzw. fpSq´1B. Identi�zieren wir SpecAp und SpecBp mit den entsprechenden Teilräumen von
SpecA bzw. SpecB, so gilt SpecBp “ fa´1pApq.


