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Aufgabe 1: Erweiterung und Kontraktion von Idealen
Sei f: A — B ein Ringmorphismus. Zeigen Sie, dass

(i) a C a® und b D b°;

(i1) b° = b°“ und a® = a®°,

(iii) sei C die Menge der kontrahierten Ideale unter f in A und £ die Menge der erweiterten
Ideale unter f in B, dann gilt C = {a | a*“ =a}, £ = {b| b =b};

(iv) die Abbildung a +— a® definiert eine Bijektion von C auf £, dessen Inverse b — b€ ist.

Aufgabe 2: Berechnung von SpecZ[z| und Spec k[z, y]

Beweisen Sie die Aussage (v) und (vi) des Beispiels 0.25 im Skript.

Hinweis: Schreiben Sie B = k[z] und K = k(z) = Quot B in (v), und B =Z und K = Q in (vi).
Dann ist B ein Hauptidealring und K sein Quotientenkorper. Zeigen Sie dann: Die Primideale
des faktoriellen Rings A = Bl[y| sind (0), (p) fiir p € A prim, oder maximale Ideale der Form
m = (p,g), wobei p € B irreduzibel und g € A derart ist, dass g € B/(p)[y] irreduzibel ist.
Folgern Sie, dass A/m eine endliche Kérpererweiterung von B/(p) ist. Insbesondere gilt: Ist k
algebraisch abgeschlossen, so ist m = (x —a,y — b) fiir a, b € k.

Aufgabe 3: Zariski-Topologie von Spec A

Fir T C Asei Z(T) C Spec A die Menge aller Primideale von A, welche T" enthalten. Zeigen Sie:
(1) Ist a das von T erzeugte Ideal = Z(T') = Z(a) = Z(y/a) und Z(a) = Spec A/q;

(ii) Z(0) = Spec A und Z(1) = 0;

(iii) ist (73);es eine Familie von Teilmengen von A = Z(U;c; Ti) = Nier 2(T3):

(iv) Z(anb) = Z(ab) = Z(a) U Z(b) fiir je zwei Ideale a, b von A.

Bemerkung: Die Mengen der Form Z(T') erfiillen die Axiome fiir die geschlossenen Mengen einer
Topologie, der sogenannten Zariski- Topologie auf Spec A.

Aufgabe 4: Eine Basis der Zariski-Topologie

Fiir a € A sei D, das Komplement von Z(a) := Z((a)) in Spec A. Zeigen Sie:

(1) {Dg}aca bildet eine Basis offener Mengen fiir die Zariski-Topologie, d.h. jede offene Menge
ist eine Vereinigung offener Mengen der Form D,;

Da N Db = Dab;

D, = 0 < a ist nilpotent;

Da:Db@\/@:\/@;

Spec A ist quasi-kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von Spec A hat eine endliche Teil-
iiberdeckung.

)
)
(iv) D, = Spec A &< a ist eine Einheit;
)
)



