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1 Einleitung

1.1 Vorwort

Die vorliegende Diplomarbeit wurde innerhalb des Teilprojekts ”Spinorielle Feldgleichungen und
Lorentz—Geometrie” des SFB 288 ”Differentialgeometrie und Quantenphysik” geschrieben. Thre
Zielsetzung ist zweifach: Erstens soll sie denjenigen, die sich im Rahmen ihrer Arbeit fiir Lorentz—
Flidchen interessieren, eine schnelle Einfithrung iiber die wesentlichen Gesichtspunkte bieten. Zweitens
sollen konforme Invarianten auf Lorentz—Flachen untersucht und ihre Beziehung zur Spingeometrie
aufgezeigt werden. Insbesondere wird die Frage ertrtert, inwieweit spingeometrische Invarianten kon-

forme Klassen von Lorentz—Metriken unterscheiden konnen.

Erstaunlicherweise sind Lorentz—Flichen — im Gegensatz zu ihrem Riemannschen Analogon — erst
seit relativ kurzer Zeit Gegenstand der reinen Mathematik, obwohl sie bereits innerhalb der Relativ-
itdtstheorie untersucht wurden. Dort treten sie z.B. als Faktoren von warped products auf, die einer
Reihe kosmologischer Modelle zugrunde liegen. Neben systematischen Griinden liegt es zudem nahe,
Lorentz—Flidchen als Beispielklassen zu untersuchen, um Probleme allgemeiner Dimension zunéchst in
der unserer Intuition zugénglicheren Dimension 2 zu behandeln.

Das Studium von Lorentz—Flichen orientiert sich naturgemif an den Riemannian themes (vgl. [BeE-

hEa96], wie z.B.:

e Man klassifiziere alle einfach zusammenhiingenden Lorentz-Fliichen bis auf konforme Aquivalenz
(analog zum Uniformisationssatz fiir Riemannsche Flidchen). Ein eng verwandtes Problem ist die

Untersuchung des konformen Modulraumes.

e Man finde hinreichende und notwendige Bedingungen fiir die Existenz (konformer) Einbettungen

in Lorentz—Vektorraume.

Neue, Lorentz—spezifische Probleme tauchen z.B. durch den kausalen Charakter von Vektorfeldern

und Geodéiten auf:

e Ist jede kompakte Lorentz—Fliche vollstindig oder ist Vollstdndigkeit zumindest eine konforme
Invariante? Welche Aussagen lassen sich speziell {iber zeit—, raum— oder lichtartige Geodéten

machen? Existiert stets eine geschlossene Geodéte?

Ein erster Schritt wurde von R. Kulkarni in seinem wegweisenden Artikel An analogue of the Rie-

mann mapping theorem for Lorentz metrics ([Ku85]) getan. R. Kulkarni untersuchte Lorentz—Flichen



vom konformen Standpunkt aus und bewies die ersten Klassifikationsresultate fiir einfach zusam-
menhingende Lorentz—Flidchen. Dieser Artikel iibte nachhaltigen Einflufl aus und etablierte Lorentz—
Fldchen als Gegenstand gezielter Untersuchungen innerhalb der reinen Mathematik. Auf diesem Ar-
tikel basiert auch die bislang einzige Monographie zu Lorentz—Flidchen, T.Weinsteins Buch An in-
troduction to Lorentz Surfaces ([We96]). Sie erforschte mit ihrer Arbeitsgruppe die in [Ku85] aufge-
griffenen Aspekte tiefer und stellte sie systematisch dar. Diese Resultate sollen im ersten Kapitel

zusammengefafit und vorgestellt werden.

Spinorielle Feldgleichungen auf Lorentz—Flichen sind innerhalb der reinen Mathematik weitgehend
unerforscht. Obwohl Dirac-Operatoren zuerst in einem Lorentz-geometrischen Kontext eingefiihrt
wurden, konzentrierte sich die mathematische Forschung seit dem Indexsatz von Atiyah—Singer
vornehmlich auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Erste Untersuchungen harmonischer Spinoren auf
Riemannschen Fldchen wurden von N. Hitchin in [Hi74] veroffentlicht. Diese wurden schlielich von
C. Bér und P. Schmutz in der Arbeit [B4Sc92] vervollstindigt. Andererseits wurden spingeometrische
Fragen auf pseudoriemannschen Mannigfaltigkeiten erst ab Dimension gréfler oder gleich 3 untersucht.
Im dritten Kapitel wollen wir die Ubertragbarkeit der Methoden und Resultate aus hoheren Dimen-
sionen in die Signatur (1,1) diskutieren. Anschlieend beschiiftigen wir uns mit der Existenz bzw.
Konstruktion von harmonischen Spinoren und Twistor—Spinoren, um Aussagen iiber zwei wichtige
spingeometrische konforme Invarianten zu formulieren, ndmlich die Dimension des Kernes des Dirac—
und Twistor-Operators. Ein dritter Aspekt gewann im Laufe dieser Arbeit ein besonderes Gewicht: Die
Untersuchung kompakter Lorentz—Flichen und die damit zusammenhéngenden Vollstédndigkeitsfragen.
M.Sénchez und A.Romero behandelten diese in einer Reihe von Arbeiten (siehe [RoS493], [RoS&;94],
[RoS4294], [RoS4394], [RoS495], [S494] und [RoS497]). Dabei stand ebenfalls die konforme Fragestel-
lung im Vordergrund, d.h. ob Vollstédndigkeit — wie trivialerweise im Riemannschen Fall — fiir kompak-
te Mannigfaltigkeiten eine konforme Invariante darstellt. Andererseits ist es ein klassisches Resultat,
daf} die Existenz von Lorentz—Metriken auf kompakten Mannigfaltigkeiten topologisch obstruiert ist,
denn die Euler-Zahl mufl verschwinden. Dieser Fakt hat zwei wichtige Konsequenzen: Erstens ist
die einzig kompakte Lorentz—Fliache der Torus. Zweitens ergibt sich ein relativ irreguléres Verhalten
der Nullinien, einer der wichtigsten konformen Invarianten auf Lorentz—Fldchen und riickt die Un-
tersuchung somit in die Ndhe dynamischer Systeme. Auch aus spingeometrischer Sicht wird sich der
kompakte Fall als interessanter erweisen; hier scheint es einen tieferen Zusammenhang zwischen der

Existenz nullstellenfreier harmonischer Spinoren und vollsténdiger isotroper Geodéten zu geben.

In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, daf3

e harmonische und Twistor—Spinoren in einer gewissen Symmetrie zueinander stehen und analog



behandelt werden kénnen,

e die Dimension des Raumes der harmonischen bzw. Twistor—Spinoren in Beziehung zum globalen

Verhalten lichtartiger Kurven steht und
e nullstellenfreie harmonische und Twistor—Spinoren konforme Flachheit bewirken.

Das Hauptresultat ist:
SATZ. Sei (Ml’l, [g]) eine kompakte p—Fliche. Dann ist 64 = 0,1 oder 4+00. Dabei sind diese Fille
wie folgt charakterisiert:
(i) (a) Euistiert eine dichte X — Linie oder
(b) gilt auf (M1, [g]) die Bedingung (NR) oder
(c) existiert kein (resonanter) X —flacher Zylinder, so ist d+ =0 oder 1.

Gilt insbesondere 6. =1, so treten nur die Fille (a) oder (b) auf.

(i) Ist (M"1,[g]) resonant X —flach, so gilt 6, = +oo.

Danksagungen
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1.2

(i)

(iii)

Vorbemerkung

Alle betrachteten Mannigfaltigkeiten seien glatt und erfiillen das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom.
Genauso seien alle Abbildungen, sofern nicht anders vermerkt, als glatt vorausgesetzt. At-
lanten oder Unteratlanten mit Zusatzbedingungen seien stets maximal (eventuell beziiglich der

Zusatzbedingungen).

Wir gebrauchen im allgemeinen das Wort ”pseudoriemannsch” nicht im strikten Sinne, d.h.
der Riemannsche Fall sei, sofern nicht anders bemerkt, als Spezialfall einer pseudoriemannschen

Mannigfaltigkeit angenommen.

Sei I C R ein Intervall. Eine stetige Abbildung « : I — M heifit Kurve, falls I offen, Bogen, falls
I kompakt, und Strahl, falls I halboffen ist. Fiir glatte Kurven, Bégen und Strahlen bedeutet
regulir, dal +' (t) # 0 fiir alle ¢ € I ist. Eine Kurve, Bogen oder Strahl sei einfach, falls sie
injektiv ist, d.h. keinen Schnittpunkt mit sich selbst besitzt. Fiir die Bildmenge einer Kurve,
eines Bogens oder eines Strahls v schreiben wir |y| oder einfach nur v, wenn der Sinn aus dem

Kontext ersichtlich wird.

Fiir Produktmengen sei pr; die Projektion auf die i — te Komponente. Beispielsweise haben wir
fir p = (z,y) € R? die Projektionen prq (p) = z und pro (p) = y. Eine zusammenhiingende Teil-
menge I des R? heifle horizontales Liniensegment, falls pro (I) = const, und vertikales Linienseg-
ment, falls prq (I) = const. Ein Liniensegment nennen wir dabei offen, wenn es homdomorph zu
einem offenen, und abgeschlossen, wenn es homdomorph zu einem abgeschlossenen Intervall aus

R ist.



1.3 Thesen

1. Auf Lorentz—Flichen existieren lokal stets isothermale Koordinatensysteme. Insbesondere folgt, dafl

keine lokalen konformen Invarianten existieren.

2. Man kann Lorentz—Flichen — analog zu Riemannschen Flichen — als Fldchen mit gegebener
konformer Struktur auffassen, denn die Vorgabe einer konformen Klasse von Metriken [h] ist dquivalent
zur Vorgabe zweier glatter Distributionen & und ). Analytisch driickt sich dies in der Parakomplexitét
der durch eine konforme Struktur induzierten Ubergangsfunktionenen aus. Diese implizieren aber

keinerlei Regularitit: C7 —konforme Aquivalenz impliziert nicht €7+ —konforme Aquivalenz.

3. Die Betrachtung von Nullinien erlaubt die Unterscheidung konformer Klassen; sie sind aber als
“stetig” konforme Invariante anzusehen. Auf einfach zusammenhingenden Lorentz—Flichen sind sie
Untermannigfaltigkeiten. Auf kompakten Lorentz—Flichen liegen sie dicht, sind geschlossen oder sind

Asymptote einer geschlossenen Nullinie.

4. Es existieren {iberabzihlbar viele einfach zusammenhéngende Lorentz—Flédchen. Man kennt keinen
Uniformisationssatz im Lorentz—Fall. Allerdings bewies R.Kulkarni in [Ku85] ein (schwécheres) Anal-
ogon zum Abbildungssatz von Riemann. Dieser beruht auf der Konstruktion des sogenannten idealen

Randes, der das Schnittpunktverhalten der Nullinien im Unendlichen kodiert.

5. Die spingeometrischen Methoden, die fiir Dimensionen > 3 bekannt sind, lassen sich nicht auf
Lorentz—Flichen iibertragen. Insbesondere kann der Kern des Twistor-Operators unendlich dimen-

sional sein.

6. Die Existenz und Eigenschaften harmonischer Spinoren sind eng mit den Nullinien verkniipft. Es

gilt:
(i) Sei ¢ aus T'(S1) bzw. T'(S7). Dann ist ¢ ein harmonischer Spinor genau dann, wenn
V3¢ =0 baw. Vyp =0
fir alle X— Vektorfelder X bzw. Y— Vektorfelder Y gilt.
(ii) Sei ¢ aus T (S1) bzw. T'(S™). Dann ist ¢ ein Twistor—Spinor genau dann, wenn
Vie=0baw. Ve =0

fiir alle Y— Vektorfelder Y bzw. X— Vektorfelder X gilt.



Insbesondere werden harmonische bzw. Twistor—Spinoren durch Spin (1, 1) —#iquivariante Funktionen
beschrieben, die lings der Hebungen X' — bzw. J—Kurven konstant sind. Aufgrund dieser Symmetrie

reicht es, lediglich harmonische Spinoren zu untersuchen.

7. Die Existenz einer Nullstelle impliziert das Verschwinden des harmonischen bzw. Twistor—Spinors
entlang der durch diesen Punkt verlaufenden X'— bzw. ))—Linie. Insbesondere bedeutet dies fiir
Lorentz-Flichen mit einer dichten Nullinie, da die Dimension der harmoinschen bzw. Twistor—

Spinoren < 2 ist.

8. Es besteht ein Zusammenhang zwischen konformer Flachheit, Vollstdndigkeit und Existenz har-
monischer Spinoren: Zwei nullstellenfreie harmonische Halb-Spinoren, wovon jeweils einer aus I'(S¥)
ist, bewirken die konforme Flachheit der Lorentz—Fldche und somit ihre Vollstdndigkeit, falls diese
kompakt ist. Umgekehrt folgt: Damit die Dimension der positiven bzw. negativen harmonischen
Spinoren > 2 ist, miissen geschlossene und vollsténdige X— bzw. )Y—Geodéten existieren. Analoge

Aussagen gelten fiir Twistor—Spinoren.

9. Auf “p—Fldachen” gelten Lokalisierungsprinzipien: Die Existenz einer Nullstelle impliziert das Ver-
schwinden des harmonischen bzw. Twistor—Spinors auf der ganzen Fliche. Dann folgt insbesondere
der
SATZ. Sei (Ml’l, [g]) eine kompakte p—Fliche. Dann ist 04 = 0,1 oder +o00. Dabei sind diese Fille
wie folgt charakterisiert:
(i) (a) FEuistiert eine dichte X —Linie oder
(b) gilt auf (M, [g]) die Bedingung (NR) oder
(¢c) emistiert kein (resonanter) X —flacher Zylinder, so ist 61 =0 oder 1.

Gilt insbesondere 6+ =1, so treten nur die Fille (a) oder (b) auf.

(i) Ist (M'',[g]) resonant X —flach, so gilt 6, = +oo.



2 Konforme Theorie der Lorentz—Fliachen

2.1 Riemannsche Flichen

2.1.1 DEFINITION. Sei M™ eine glatte, n—dimensionale Mannigfaltigkeit. Ein metrischer Tensor g
(oder kurz: eine Metrik) ist ein symmetrischer, nicht ausgearteter (2,0)—Tensor auf M mit konstantem
Index p. g heifit Riemannsche Metrik, falls p = 0, pseudoriemannsche Metrik, falls p > 0; im speziellen
Falle p = 1 heifit g Lorentz—Metrik. Eine (pseudo—)Riemannsche (bzw.Lorentz—) Mannigfaltigkeit ist
gegeben durch ein Paar (MP9,g), wobei M eine Mannigfaltigkeit, g eine (pseudo—) Riemannsche (bzw.
Lorentz—)Metrik und p der Index von g ist (n = p + q bezeichne in dieser Schreibweise die Dimension

der Mannigfaltigkeit).

2.1.2 BEMERKUNG. Wihrend auf jeder glatten Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Metrik definiert
werden kann (siehe z.B. [Sp;179] Kap. 9 Theorem 4), gibt es Mannigfaltigkeiten, auf denen keine
pseudoriemannschen Metriken existieren. Im dritten Abschnitt untersuchen wir notwendige und hin-
reichende Kriterien fiir die Existenz von pseudoriemannschen Metriken, insbesondere von Lorentz—

Metriken; sie ist i. all. topologisch obstruiert.

2.1.3 DEFINITION
(i) Ein orientierungserhaltender (C7)-Diffeomorphismus zwischen zwei orientierten pseudorie-
mannschen Mannigfaltigkeiten f : (M,g) — (M, §) heiBt (C7)-konforme Aquivalenz genau
dann, wenn g = Af*§ mit A € C/(M) und X\ > 0 gilt. Die Funktion A\ nennen wir konfor-
men Faktor. Eine orientierungserhaltende Abbildung f : (M,g) — (M, §) heifit lokale C7-
konforme Aquivalenz, wenn fiir jedes p € M eine Umgebung U von p so existiert, daf flu eine
CJ —konforme Aquivalenz auf sein Bild ist. Existiert zwischen zwei pseudoriemannschen Mannig-
faltigkeiten (M, g) und (M, g) eine (C7—)konforme Aquivalenz, so nennt man (M, g) und (M, J)
(C7 —)konform #quivalent; wir schreiben dann (M, g) ~; (M, §). ~; ist eine Aquivalenzrelation;
die zu (M,g) gehérige Aquivalenzklasse bezeichnen wir mit [(M, 9)]; und nennen sie die
(C’j —)konforme Klasse von (M,g). Zwei pseudoriemannsche Metriken g und g auf M heifien
konform #quivalent, falls A € C*° (M) mit A > 0 und g = \g existiert. Wir schreiben [g] fiir die

zugehérige Aquivalenzklasse.

(ii) Bezeichne g, , die Standardmetrik auf dem pseudoeuklidschen Raum RP¢, d.h. die in Ma-

trixschreibweise durch (6;@) j:lmjt €; = —1 fiir j < p und ¢; = 1 fiir j > p definierte Metrik.
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Im Fall p = 0 schreiben wir einfach g, statt go. Eine Karte (U, x) von (M?9, g) heifit isother-
mal oder isothermales Koordinatensystem, falls x eine konforme Aquivalenz zwischen U, 9v)
und (x(U), gp,q) ist, d.h. falls [x*gp.q] = [9jv] bzw. X*gp,q = Agjy mit A € C°°(M) und X > 0
gilt.

2.1.4 DEFINITION. FEine zusammenhéngende, orientierte, zweidimensionale Mannigfaltigkeit S heifit
Flache. Existiert auf S eine konforme Klasse von Riemannschen bzw. Lorentz—Metriken, so heifit das

Paar (S, [g]) Riemannsche Fliche bzw. Lorentz—Fléche.

2.1.5 BEMERKUNG. Die Begriffe "konforme Aquivalenz” bzw. ”isothermales Koordinatensystem”
sind konforme Invarianten (d.h. gelten sie fiir ein g € [g], so fiir die ganze Klasse); die Definition
2.1.3 (ii) tibertragt sich somit sinngem#f auf Riemannsche Flidchen bzw. Lorentz—Flidchen. Im folgen-
den werden wir begrifflich nicht zwischen (.5, ¢) und (5, [g]) unterscheiden und beide Objekte — par
abus de langage— als Riemannsche Flidche bzw. Lorentz—Flidche bezeichnen. Wir schreiben diese, falls

es nicht auf die spezielle Fldche bzw. Metrik ankommt, generisch als R bzw. L.

2.1.6 THEOREM. Sei R eine Riemannsche Fldche. Dann existiert fiir jeden Punkt eine Umgebung,
auf der ein isothermales Koordinatensystem definiert ist.

Beweis.  Siehe z.B. [Sp479] Kap. 9, Satz 30 oder [Wo84| Kap. 2, Theorem 2.5.14. |

2.1.7 BEMERKUNG. In der Funktionentheorie faft man eine Riemannsche Fldche als ein Paar (S, ®)
auf, wobei S ein separabler Hausdorff-Raum und ® eine Uberdeckung aus offenen Mengen {Us},, mit
Homoéomorphismen z,, : Uy — 24 (Us) C R? ist, die folgende Bedingungen erfiillen:

(i) Identifiziert man R? kanonisch mit C, so sind die Ubergangsfunktionen zg o 251 : 2z, (Uy, N Upg) —
23 (Us N Up) komplex differenzierbar und

(ii) die Familie {(Uy, z4)} ist maximal fiir diese Eigenschaft.

S ist also eine eindimensionale, komplexe Mannigfaltigkeit mit dem holomorphen Atlas ®. ¢ nennt
man auch konforme Struktur (siehe z.B. [AhSa60], Kap.II, §1 fI.). Insbesondere ist dann S eine zweidi-
mensionale (reelle) Mannigfaltigkeit. Sind die Jacobi-Determinanten der Ubergangsfunktion positiv,
so definiert ® zusitzlich eine Orientierung fiir S. Tatséchlich sind beide Begriffe der (orientierten)

Riemannschen Fliache dquivalent: Mit Hilfe von 2.1.6 erhalten wir den

11



2.1.8 SATZ. Sei S eine Fliche, g eine Riemannsche Metrik auf S, und {(Wy, wa = (W1, wa2q))} die
maximale Uberdeckung aus orientierten g— isothermalen Karten. Dann definiert z, = wia + 1Waq
eine konforme Struktur auf S. Zwei Riemannsche Metriken definieren dabei dieselbe konforme Struk-
tur dann und nur dann, wenn sie konform &dquivalent sind. Umgekehrt kénnen wir jeder konformen
Struktur ® auf S eine eindeutig bestimmte konforme Klasse Riemannscher Metriken [gg] durch die
Forderung zuordnen, das [ge] wiederum ® als konforme Struktur induziert.

Beweis. Der erste Teil der Aussage verifiziert man durch direktes Nachrechnen. Die iibrige Aussage
wird analog zu 2.6.22 gezeigt, wo wir ein entsprechendes Resultat fiir Lorentz—Flichen beweisen (vgl.

ferner [Wo84], Kap. 2, Theorem 2.5.17). [

2.1.9 BEISPIELE. (vgl. [FaKr91], I.1.3 und IV.8.1 ff.)

(i) Die Riemannsche Ebene
(R2,g) = (C, By, crzeugt von {pr = idc}).

(ii) Die Riemannsche Sphére

4
(5% = {(x1,22,23) € R® | 2] + 23 + 23 = 1}, (952) (21.00) = ———5-92)
(14 1z]")
= (Cu{oc}, @y, erzeugt von
Lrecr
{p1:C = C,p1 =idc;p2 : C*U{oo} = C,p2(2) = ¢ ~* .
0,z =00
(iii) Die hyperbolische Ebene H bzw. die offene Kreisscheibe B
2 1
H = {(z1,22) € R* [ 22 > 0}, (91) (2, ,20) = ?gg)
2
4
> (B={(z1,22) €ER* | 2] + 23 <1}, (gB) (01,00) = m%)

1%

D={zeC]||z| < 1}? ®,,, erzeugt von {p; = idp}).

((iii) kann nicht biholomorph auf (i) abgebildet werden, denn jede holomorphe Abbildung f: C — D

ist nach dem Satz von Liouville konstant.)

Die Klassifikation bis auf konforme Aquivalenz ist daher die natiirliche Abschwichung der Klassi-
fikation bis auf Isometrie. A priori miissen wir jedoch noch die Differenzierbarkeitsstufe der kon-
forme Aquivalenzen beriicksichtigen; aufgrund ihrer komplexen Natur zeichnen sich aber Riemannsche

Flachen durch ein sehr reguléres Verhalten aus:
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2.1.10 DEFINITION. Seien (S, [g]) und (S5,[g]) zwei Riemannsche Fléchen. Eine stetige Abbildung
f: S — S heiit holomorph genau dann, falls o fo ™1 : o(U N f~Y(U)) — C holomorph im
iiblichen Sinne fiir alle (U, ) € ®, (U, $) € ® ist.

2.1.11 SATz. Seien (S,[g]) und (S,[j]) zwei Riemannsche Flichen, f : S — S eine Abbildung der

Klasse C'. Dann sind édquivalent:
(i) f ist eine lokale C'— konforme Aquivalenz.

(ii) f ist holomorph (beziiglich der durch [g] bzw. [§] auf S bzw. S induzierten konformen Struk-

turen).
(iii) df erhélt den orientierten Winkel von Tangentialvektoren.

Beweis.  Der Schluf§ von (ii) auf (iii) bzw. von (iii) auf (i) sind bekannte Tatsachen aus der Funk-
tionentheorie bzw. Geometrie. Die Aquivalenz zwischen (i) und (ii) folgt unmittelbar aus 2.1.8 (siehe

auch [Wo84], Kap. 2, Korollar 2.5.18). [ |

Fiir eine Klassifikation konform &quivalenter Riemannscher Fléichen ist es also unerheblich, den Dif-
ferenzierbarkeitsgrad konformer Aquivalenzen zu unterscheiden. Betrachten wir zunichst nur einfach

zusammenhéngende Riemannsche Flichen, so ist die Situation besonders einfach: Aus dem

2.1.12 SATZ (Abbildungssatz von Riemann). Sei ) ein Gebiet ungleich C, d.h. eine echte, offene
und einfach zusammenhéidngende Teilmenge von C, und zy € 2. Dann existiert genau eine bijektive
holomorphe Abbildung f : Q@ — D mit f(z9) = 0 und f'(29) > 0. Anders gesagt ist jedes Gebiet
ungleich C konform &quivalent zur offenen Kreisscheibe aus 2.1.9 (iii).

Beweis.  Siehe z.B. [Ah79], Abschnitt 6.1.1, Theorem 1. [ |
folgt die vollstéindige Klassifikation der einfach zusammenhéngenden Riemannschen Fléichen:

2.1.13 SATz (Uniformisationssatz von Koebe—Poincaré). Jede einfach zusammenhingende Rie-
mannsche Fléche ist konform &quivalent zu genau einer der folgenden (versehen mit ihrer Standard-

metrik bzw. konformen Struktur aus 2.1.9)
(i) die Ebene C
(ii) die Riemannsche Sphére C U {oco}

(iii) die offene Kreisscheibe D.
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Geometrisch entsprechen diese drei Félle den einfach zusammenhédngenden Fldchen konstanter Schnit-
tkriimmung K = 0,1 und —1.
Beweis.  Siehe z.B. [FaKr91], Kapitel IV.4 ff.. [ |

Aus Standardargumenten der Uberlagerungstheorie (siehe z.B. [Wo84] Kapitel 1.8 und Lemma 2.5.19)
folgt der

2.1.14 SATZ. Sei S eine Riemannsche Fliche. Dann ist S diffeomorph zu einem Quotienten aus 5%, R?
bzw. H? und einer Gruppe konformer Aquivalenzen aus Diff (S’ 2), Diff (RQ) bzw. Diff (Hz). Weiterhin

ist die Uberlagerungsabbildung eine lokale konforme Aquivalenz.

2.1.15 SATz. Jede Riemannsche Fliche ist (global) konform &quivalent zu einer vollstindigen Rie-
mannschen Fléche konstanter Schnittkriimmung.

Beweis.  Siehe [Wo84], Theorem 2.5.20. |

2.2 Existenzkriterien und Orientierbarkeitsbegriffe fiirpseudoriemannsche

Mannigfaltigkeiten

2.2.1 SATZ. Auf einer Mannigfaltigkeit M™ existiert genau dann eine pseudoriemannsche Metrik
vom Index p, falls ein p—dimensionales Unterbiindel von T M existiert. Insbesondere zerlegt sich jeder
Tangentialraum T M einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit (MP?%, g) (mit n = p+q =Dimension
der Mannigfaltigkeit) in die g—orthogonale Summe eines maximal zeitartigen Unterbiindels &P und
eines maximal raumartigen Unterbiindels n9.

Beweis.  Siehe z.B. [La99], Satz 1.3.1 und Korollar 1.3.2. [

2.2.2 BEMERKUNG. Es existieren topologische Obstruktionen fiir die Existenz solcher Zerlegungen
(z.B. das Produktaxiom der Stiefel-Whitney—Klassen, sieche [MiSt74] §4 oder [Hu94], Teil III, Kap.17

2.2.3 DEFINITION. Sei (MP4,g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit, TM = &P @ n? eine Zer-
legung des Tangentialraums geméf 2.2.1. Dann heit (MP1, g)

(i) zeitorientierbar, falls £P orientierbar ist.

(ii) raumorientierbar, falls n? orientierbar ist.
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(iii) orientierbar, falls TM orientierbar ist.

Fiir diese Orientierbarkeitsbegriffe hat man folgendes topologisches Kriterium zur Verfiigung:

2.2.4 SATZ.
(i) Die Stiefel-Whitney—Klassen w; (§P) und w; (n?), i=0,1,2,... hdngen nicht von der orthogonalen
Zerlegung von TM in die direkte Summe maximal zeit— und raumartiger Unterbiindel &P und

n? ab.
(ii) (MP9,g) ist zeitorientierbar bzw. raumorientierbar bzw. orientierbar genau dann, wenn
wy (€P) =0 bzw. wy (n?) =0 bzw. w1 (TM) =0

gilt. Insbesondere hingen diese Orientierbarkeitsbegriffe nicht von der Zerlegung TM = £P @ n?
ab.
Beweis.  Dies sind Standardergebnisse aus der Theorie der charakteristischen Klassen (siehe z.B.

[MiSt74] Aufgabe 12.4 oder [Hu94] Teil III, Kap. 17, Theorem 12.1). [

2.2.5 KOROLLAR. Gelten auf MP 9 zwei Orientierbarkeitsbegriffe, dann gilt auch der dritte.
Beweis. Da aus dem Produktaxiom der Stiefel-Whitneyklassen wq (TM) = w; (€P) + wy (n?) folgt,
ergibt Anwenden von Satz 2.2.4 das Ergebnis. |

2.2.6 DEFINITION. Eine Lorentz—Mannigfaltigkeit (MP?%, g) heifit zeitorientierbar beziiglich g, falls
ein zeitartiges Vektorfeld T' existiert, d.h. g(T,T) < 0. Eine zeitorientierbare Lorentz—Mannigfaltigkeit
heifit zeitorientiert, falls ein zeitartiges Vektorfeld vorgegeben wird, d.h. es liegt ein Tripel (M,g,T)
vor. Fiir ein zeitartiges Vektorfeld T nennen wir die Menge TT(T), = {v € T,M | v zeitartig
und g¢,(v,T(x)) < 0} die Menge der zukunftsgerichteten Vektoren und 7 (T), = {v € T, M | v
zeitartig und g,(v,T(x)) > 0} die Menge der vergangenheitsgerichteten Vektoren beziiglich T in x.
Zwei zeitartige Vektorfelder T' und T induzieren die gleiche Zeitorientierung oder sind zeitdquivalent,
falls T*(T), = T*(T), fiir alle z aus M. In diesem Sinne nennen wir — par abus de langage— ein zur

gewéhlten Zeitorientierung dquivalentes zeitartiges Vektorfeld kurz eine Zeitorientierung.

2.2.7 BEMERKUNCEN. (i) Offenbar stimmt der Zeitorientierungsbegriff pseudoriemannscher Mannig-
faltigkeiten aus 2.2.3 mit dem soeben speziell fiir Lorentz-Mannigfaltigkeiten definierten iiberein: Ist ¢!

orientierbar, so existiert ein glatter Schnitt ohne Nullstelle (vgl. den Beweis von 2.2.9). Ist umgekehrt
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T ein zeitartiges Vektorfeld, so definiert ¢! =das durch T ausgezeichnete Unterbiindel in T'M, ein
maximal zeitartiges, orientiertes Unterbiindel in T'M.

(ii) Orientierbarkeit und Zeitorientierbarkeit sind zwei logisch unabhéngige Begriffe (siehe S.145 in
[O'N83]).

(iii) Zeitdquivalenz ist offenbar eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Aquivalenzklassen; somit
kann jede Lorentz—Mannigfaltigkeit (M, g) durch eine Lorentz—Mannigfaltigkeit (M ,§) iberlagert
werden, die zeitorientierbar ist (siehe z.B. [O'N83] S.194). Einfach zusammenhéngende Lorentz—
Mannigfaltigkeiten sind also stets zeitorientierbar beziiglich ihrer vorgegebenen Metrik ¢g (geméif3 2.2.9
existiert fiir Lorentz—Mannigfaltigkeiten stets eine weitere Lorentz—Metrik g, so dal (M, §) zeitorien-
tierbar ist).

(iv) Zeitorientierbarkeit ist eine konforme Invariante, d.h. ist (M, g) zeitorientierbar, so auch (M, g)

fiir jedes g € [g]. Wir kénnen also sinnvoll von zeitorientierbaren Lorentz—Fléchen (S, [h]) sprechen.

2.2.8 BEISPIEL. (siehe [SaWu77], Beispiel 1.2.3)
Sei M = R x S'. Wir betrachten M als Quotienten von R? wobei wir (z1,73) mit (xq,72+ 1)
identifizieren. Seien

w = cos (mx2) dx1 + sin (7x2) dzy

und

X = —sin (122) dxy + cos (mz2) dzo
zwei 1—Formen auf R2. Dann definiert
g =wRw—Xx®X

eine Lorentz—Metrik auf R?, die wir auf den Zylinder M projezieren konnen, d.h. (M, g) ist eine
Lorentzfliche. Man iiberzeugt sich aber leicht davon, daf (M, g) nicht zeitorientierbar ist (nach einer

Umdrehung werden 7+ und 7~ vertauscht). Andererseits induziert die Lorentz—Metrik
g = d.’bl X dl’l — dl’g (24 deQ

auf R? eine zeitorientierbare Lorentz—Metrik auf M. Da beide Metriken auch auf den Torus induzierbar
sind, existieren also auch nicht zeitorientierbare Tori. Zeitorientierbarkeit hangt also im Gegensatz zur
Orientierbarkeit nicht ausschliefllich von der glatten Struktur einer Mannigfaltigkeit, sondern auch von

der Metrik ab.

2.2.9 SATZ. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann sind dquivalent:
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(i) Es existiert ein nullstellenfreies Vektorfeld auf M

(ii)) Entweder M ist nicht kompakt oder M ist kompakt und fiir die Eulersche Zahl gilt x(M) =0
(iii) Auf M existiert eine Lorentz—Metrik.
(iv) Auf M existiert eine zeitorientierbare Lorentz—Metrik.

Beweis.  (i)<=-(ii) Im kompakten Fall ist dies ein klassisches Resultat (Satz von Hopf): Siehe
z.B. [Br93] Korollar VII.14.5. Sei M also eine nicht kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Falls M nicht orientierbar ist, kénnen wir M durch eine nicht kompakte, orientierbare Lorentz—
Mannigfaltigkeit iiberlagern; da das Differential der Uberlagerungsabbildung ein Isomorphismus ist,
konnen wir auch 0.B.d.A annehmen, dafl M orientierbar ist. Dann gilt aufgrund obstruktionstheo-
retischer Uberlegungen, daf auf M ein nullstellenfreies Vektorfeld dann, und nur dann existiert, wenn
die EulerKlasse x)r € H" (M, Z) verschwindet (siehe z.B. Korollar VII 14.4 in [Br93] oder [MiSt74]
Kap.12, insbesondere Theorem 12.5). Dies folgt aber aus dem wohlbekannten Resultat H™ (M,Z) = 0
fiir nicht kompakte Mannigfaltigkeiten (siehe z.B. [StZi94], Beispiel 13.6.6).

(i)=(iv) Fixiere eine Riemannsche Metrik g auf M. Sei T ein nullstellenfreies Vektorfeld; T' sei
0.B.d.A. beziiglich g normalisiert. Setze h := g — T* ® T*, wobei T* das zu T duale Vektorfeld
bezeichnet, d.h. T*(Z) = ¢g(T, Z) fur alle Z € X (M). Es existieren lokale Vektorfelder Es, ..., E, so,
daf (T, Es, ..., E,) ein orthonormales System beziiglich ¢ bilden. Dann gilt h(E;, E;) = g(E;, E;) +
9(T,E;)g(T, E;) = 5;'»7 hT,E;) =g(T,E;) =0, und h(T,T) = —1, d.h. h ist eine Lorentz—Metrik mit
Zeitorientierung 7.

(iv)==(i) Man wéhle z.B. die Zeitorientierung 7.

(iv)=(iii) klar.

(iii)==(ii) Ist M nicht kompakt, so sind wir fertig. Sei also M kompakt; dann miissen wir x (M) =0
zeigen. Ist h zeitorientierbar, so folgt (ii) aus (iv)==-(i). Andernfalls wird M nach 2.2.7 (iii) von
einer zeitorientierbaren Lorentz—Mannigfaltigkeit M zweifach iiberlagert. Dann ist entweder M nicht
kompakt oder es ist X(M ) = 0. Da die Uberlagerung zweifach ist, kann M dann und nur dann kompakt
sein, wenn M kompakt ist und in diesem Fall gilt x (M) = %X(Z\Nl )=0. [

2.2.10 KOROLLAR 1.
(i) Jede einfach zusammenhingende Lorentz—Fliche ist diffeomorph zu R2.

(ii) Jede kompakte Lorentz—Fliche ist diffeomorph zu einem Torus, d.h. es gilt S = R?/T'(a,b) fiir
ein Gitter T (a, b) := Za®Zb, wobei a,b € R?\ {0} zwei linear unabhingige Vektoren sind.
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Beweis.

(i) Da R? und S? — bis auf Diffeomorphie — die einzigen einfach zusammenhiingenden Flichen sind,
mufl S diffeomorph zu eine von beiden sein. Wire S kompakt, so gilte nach 2.2.9 x(S) = 0. Wegen
x(5%) = 2 (siehe [GuPo74] Kap. 3.4, S. 124) folgt die Behauptung.

(ii) Allgemein gilt fiir jede kompakte Fliche S die Gleichung x(S) = 2(1 — g), wobei g den Genus der
Fléche bezeichnet. Wegen x(S) = 0 mufl g(S) = 1 sein, d.h. S ist diffeomorph zu einem Torus (siehe
[GuPo74] Kap. 3.4, S.124 ff.). [ |

2.2.11 KOROLLAR 2 UND DEFINITION (Kurvensatz von Jordan—Brouwer).

Sei L eine einfach zusammenhdngende Lorentz—Fldche. Das Komplement einer Jordankurve, d.h. einer
einfachen, geschlossenen, differenzierbaren Kurve «, besteht aus zwei offenen, zusammenhdngenden
und disjunkten Teilmengen von L, deren topologischer Rand gleich |a| ist und von denen genau eine
einen kompakten Abschluf besitzt. Diese Teilmenge bezeichnen wir mit Int(«), die andere mit Ext(c).

Insbesondere ist Int (a) eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand 0Int (o) = av.
Beweis.  Siehe [GuPo74] Kap. 2.5, S.89 ff.. |

2.2.12 BEMERKUNGEN. (i) Jede (glatte) Jordankurve ist eine Einbettung des Einheitskreises S*.

(ii) Der erste Teil der Aussage bleibt fiir stetige Kurven richtig (siehe z.B. [Di69], S.261 ff.).

2.3 Isotrope und isothermale Koordinaten auf Lorentz—Flichen

2.3.1 Sei (S, h) eine Lorentz—Fliiche. Ist x = (x1, z2) ein lokales Koordinatensystem auf einer Umge-

bung U in S, so ist h lokal gegeben durch
h = adx? + 2bdx,dzy + cdx,

wobei a, b und ¢ glatte Funktionen auf U sind. Alternativ mag man sich h lokal durch die Ma-

a
trix dargestellt vorstellen, deren Eintrédge glatt auf U variieren. Dann folgt aus Nicht—

b ¢
Ausgeartetheit und Indefinitheit, dafl

(D) det h = ac — b% < 0.

Umgekehrt definiert ein (2,0)—Tensor, dessen lokale Matrixdarstellung (D) erfiillt, eine Lorentz—
Metrik auf S.
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2.3.2 BEISPIELE.
(i) Die Minkowski—Ebene: Wir betrachten S = R? = {(u,v) | u,v € R} mit der in den globalen Stan-
dardkoordinaten (u,v) definierten Lorentz—Metrik hg := —du? + dv?. hg ist die sogenannte Standard—
(Lorentz—)Metrik. Wir setzen

E21 = ({(,0) | w,0 € R}, ho)

und erhalten eine Lorentz—Fliche, die sogenannte Minkowski—FEbene. Sei nun
F:R*> —R?

durch
F(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) := (u+v,0 — u)

gegeben. Identifizieren wir R? mit dem Bild F (Rz), so definiert die Umkehrabbildung von F', die

jedem Punkt (z,y) den Punkt (u,v) mit u = (z — y) und v = % (z + y) zuweist, eine Karte auf R?,
in der sich hg = dxdy schreibt. Im folgenden werden wir E2! meistens mit dem Bild unter obiger

Karte F (fiir die der Buchstaben F' in diesem Kapitel reserviert sei) identifizieren, d.h.
E>' = (R?, [dady]) .

Die Koordinaten (z,y) heien ([ho]—)isotrope Koordinaten. Wie wir weiter unten sehen werden, vere-
infacht der Umstand [—du? + dv?] = [dzdy] den Beweis der Existenz isothermaler Koordinaten, der
im Riemannschen Fall recht aufwendig zu fithren ist (vgl. die Referenzen aus 2.1.6), erheblich.

(ii) Jede offene Teilmenge U C R? mit hy = [—du®+dv?]jy definiert eine Lorentz-Fliche Ly = (U, hy),
die wir generisch als Minkowski—Fldchen bezeichnen.

(iii) Uberlagerungsflichen mit gehobener Metrik: Sei £ = (S,h) eine Lorentz Fliche, und k :
S* — 8 eine Uberlagerung von S. Dann kann die Mannigfaltigkeitsstruktur von S und die
Metrik h zu einer Mannigfaltigkeitsstruktur und einer Metrik h* auf S* so geliftet werden, daf} die
Uberlagerungsabbildung & zu einer lokalen Isometrie wird (vgl. z.B. [Wo84], Abschnitt 1.8). Wir er-
halten damit eine neue Lorentz—Fliache L%. Die auf diese Art konstruierten Lorentz—Fléchen nennen

wir Uberlagerungsflichen.

2.3.3 LEMMA. Sei S eine Fliche, und U eine Umgebung von p € S, auf der zwei linear unabhéngige
Vektorfelder X und Y gegeben seien. Seien X bzw. ) die durch X bzw. Y erzeugten Distributionen.
Dann existiert ein Koordinatensystem x = (x,y) auf einer Umgebung V C U um p so, dal3 8%((1) €
X (¢) und 8%(q) € Y(q) fiir alle ¢ € V. Kurz gesagt sind auf Fldchen zwei linear unabhéingige

Distributionen stets (lokal) integrierbar.
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Beweis. Durch eventuelles Ersetzen von Y durch —Y kénnen wir annehmen, dafl (X(q),Y (¢)) eine
orientierte Basis in TS fiir ¢ € S bilden (x). Es geniigt zu zeigen, dafl eine Umgebung V' von p in U
und glatte Funktionen A, u > 0 auf V so existieren, dafl

(1) AX,pY]=0auf V
ist (siehe z.B. [Spiv179], Kap. 5, Theorem 14). Es gilt:
(2) AX, pY] = A [X Y]+ AX ()Y — pY () X

Da T,S zweidimensional ist, konnen wir [X,Y] = fX + ¢Y mit f,g € C*°(U) schreiben. Dann gilt

(1) genau dann, wenn

(3) M (fX+gY)=pY (A) X -AX (0)Y.
Ein Koeffizientenvergleich ergibt

(4) Af =Y (A) und pg = —X (),

d.h. [AX, pY] = 0 ist dquivalent zu (4). Ist (W, x = (u,v)) ein beliebiges (orientiertes) Koordinaten-
system auf einer Umgebung W C U von p, so existieren glatte Funktionen «, 3,7 und § auf W mit
X = ady, + 00, und Y = ~9, + 60, und ad — 5 > 0 (fiir jedes ¢ € W sind (X(q),Y (¢g)) und
(Du(q),Dy(q)) orientierte Basen wegen (%), also ist die Determinante der Ubergangsmatrix positiv).
Weiterhin gilt a? + 32 # 0 und 72 + 62 # 0. Schreiben wir (4) in diesem Koordinatensystem, so
erhalten wir auf W (beachte, da§ A(u, v), u(u,v) > 0 sein sollen):

f= ya“A + 59 _ YO\ + O
A A
und
Ou Dy _ _
e uu’ +5 f = aduji + BOufi,

wobei A := In X\ und i := In . Diese partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in A und i
besitzten glatte Losungen auf einer Umgebung V' C U von p (siehe z.B. [Spivs79], Abschnitt 10.1 ff.),
so daB XA = exp A und p = exp(i) die gesuchten Funktionen echt grofier Null sind, die (1) erfiillen. W

2.3.4 DEFINITION. Sei (MP9 h) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit. Wir nennen v € TM
(i) zeitartig, falls h(v,v) <0

(ii) lichtartig oder isotrop, falls v # 0 und h(v,v) =0
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(iii) raumartig, falls v = 0 oder h(v,v) > 0.

Diese Einteilung heifit auch kausaler Charakter von v. Ist v zeit— oder lichtartig, so nennt man v auch
kausalen Vektor oder kurz kausal. Ein Vektorfeld X € X(S) heifit zeit—, licht— bzw. raumartig, falls

X (p) zeit—, licht—, oder raumartig fiir alle p aus S ist.

2.3.5 BEMERKUNG. Offenbar ist der kausale Charakter eine konforme Invariante, d.h. er hingt nur
von [h] ab. Tatséchlich gilt auch die Umkehrung (siehe 2.3.13): Der kausale Charakter legt die konforme

Klasse eindeutig fest.

2.3.6 KOROLLAR. Auf jeder Lorentz—Fliche existieren stets lokale Koordinatensysteme (u,v) mit O,
zeit— und 0, raumartig.

Beweis. Dies folgt direkt aus der lokalen Existenz orthonormaler Basen und Lemma 2.3.3. |

Wir fragen nun nach (glatten) Losungen der Gleichung h(X, X) = 0, wobei X ein (evtl. lediglich lokal
definiertes) Vektorfeld auf S ist.

2.3.7 LEMMA. Sei (U, x = (u,v)) ein lokales Koordinatensystem mit % zeit— und 0% raumartig und
seien a, b, und c die lokalen Koeffizienten von h beziiglich x. Ein Vektorfeld X € X(U) ist genau dann

isotrop, wenn
0 0 —b+ Vb2 —
X=zx1— 42— mitaz;-22#0 und@ :ﬂ
Ou v 1 c

gilt (beachte, daf8 b* — ac > 0 geméfl (D) in 2.3.1 ist).
Beweis. X ist lichtartig auf U genau dann, wenn X (p) # 0 fiir alle p € U und

h(X,X) = az? + 2bx 0 + cz2 = 0.

Wegen a = h(a@,%) < 0und ¢ = h(%,%) > 0 sind x1,z2 # 0. Somit ist dies dquivalent zu
2

u

xl-acg;éOundc(%) —|—2b%+a:0,d.h.x1~x2#0und%:@. |
2.3.8 BEMERKUNG. Wir erhalten also in jedem Tangentialraum 7,S fiir p € S zwei linear un-
abhéngige, eindimensionale Losungsrdume der Gleichung hy(v,v) = 0. Man kann somit lokal stets
zwei linear unabhéngige Nullvektorfelder X und Y so wihlen, dafl (X,Y) eine orientierte Basis bildet
und X + Y raumartig ist. Die durch X(p) und Y (p) in T,,S aufgespannten Réume bezeichnen wir
mit X (p) und Y(p) und erhalten dadurch zwei (globale) Distributionen X und ); man iiberzeugt sich

leicht davon, dafl diese Definition unabhéngig von den gewihlten Vertretern und die Einteilung in
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eine X— bzw. Y—Distribution daher eindeutig ist. Geometrisch ausgedriickt besagt die algebraische
Bedingung der Raumartigkeit der Summe beider Vektoren, dafl J)(p) denjenigen Nullraum bezeichnet,
dessen Vektoren durch infinitesimale Drehung in positive Richtung — beziiglich der gegebenen Orien-
tierung — zeitartig werden (siehe Fig. 1). Offenbar sind die eben definierten Distributionen ebenfalls

konforme Invarianten, d.h. unabhéngig vom speziellen Reprisentanten he [h].

v
A
y X
raumartig
zeit— N zeit—
oM " u
artig artig
raumartig
Fig. 1

2.3.9 THEOREM UND DEFINITION. Sei p € S. Dann ezistiert ein Koordinatensystem (U, x = (z,y))
um p, in dem sich h = Bdxdy mit B € C*°(U) und B > 0 schreiben lift gilt. Ein solches Koordi-
natensystem nennen wir auch (h— bzw. [h]—) isotrop. Insbesondere existiert ein Atlas aus (h— bzw.
[h]-) isotropen Karten, den wir mit A3 bzw. mit Ql?h] bezeichnen. Karten aus A9 bzw. Ql([)h], deren
Bild ihres Definitionsbereiches ein Rechteck der Form (a,b) x (c¢,d) € R? mit —0o < a < b < 40
und —o0o < ¢ < d < —o¢ ist, nennen wir Rechteckkarten. Die Bilder bzw. Definitionsbereiche von
Rechteckkarten nennen wir Rechtecke in R? bzw. in S.

Beweis. Geméif 2.3.7 und 2.3.8 werden die Tangentialrdume lokal durch zwei lichtartige Vektorfelder
aufgespannt, die nach 2.3.3 ein lokal definiertes Koordinatensystem (z,y) induzieren. Da die lokalen
Koeffizienten von h durch a = h(0,,0;) und ¢ = h(dy,dy) gegeben und 0, und 0, lichtartig sind,
besitzt h beziiglich (z,y) die Darstellung h = 2bdxdy. Geméif unserer Bezeichnungskonvention ist
0, + 0, raumartig, also folgt h(0, + 0y, 0, + 0y) = 2h(0,,0y) = 2b > 0. [ |

2.3.10 KOROLLAR 1. Um jeden Punkt p aus S existieren Karten (U,x = (u,v)) so, dafi wir h =
B (fdu2 + dv2) mit B € C* (U) und B > 0 schreiben kinnen. Lokal existieren also stets isothermale
Koordinaten. Insbesondere existiert ein Atlas aus (h—bzw. [h]-) isothermalen Karten, den wir mit 2y,
bzw. mit A, bezeichnen werden.

Beweis.  Dies folgt unmittelbar aus 2.3.2 (i) durch Komposition von isotropen Koordinaten mit F~1.
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2.3.11 BEMERKUNG. Insbesondere haben wir die Bezichung F/(2)) = 2Ap,) bzw. F~H(2Ap,) = A
Ist z.B. n ein isothermales Koordinatensystem aus 24}, so ist [h] in den durch F o7 lokal definierten

Koordinaten gegeben durch
[(F on)*(dzdy)] = [n* o F*(dady)] = [n"(=du® + dv?)] = [h],

d.h. F'on ist ein isotropes Koordinatensystem.

2.3.12 KOROLLAR 2. Jede Lorentz—Fliche ist lokal konform dquivalent zu einer Minkowski—Fldiche.

Man sagt auch, daff Lorentz—Flichen (lokal) konform flach sind.

2.3.13 KOROLLAR 3. h ~ h genau dann, wenn h und h auf T'S den gleichen kausalen Charakter
induzieren.

Beweis. =) klar.

=) Wir wihlen ein isothermales Koordinatensystem (U, x = (u,v)), d.h. es gilt h = B (—du? + dv?).
Nach Voraussetzung ist dann ein Vektorfeld Z auf U mit Z = 2,0, + 200, # 0 lichtartig fiir h,
dh. W(Z,Z) = B(—2%+23) = 0, genau dann, wenn Z lichtartig fiir hist, dh. h(Z,Z) = a2} +
221 29 + éz3 = 0, wobei a, b und ¢ die lokalen Koeffizienten von h beziiglich x sind. Einsetzen von

Z% = 2,0, % 200, ergibt nun:
und

somit also b= 0 und @ = —é. Nun ist
sgn(é) = sgn(ﬁ(@v,&})) = sgn(h(0y,0y)) = 1,

da h und h denselben kausalen Charakter induzieren. Wir erhalten h = £h auf U mit £ > 0 (%).
Wir iiberdecken nun S mit einer Familie 4 = {Ua},. 4 von isothermalen Koordinatensystemen fiir

h, und wiihlen eine zu 4 untergeordnete Zerlegung der Eins {¢,} Seien A\, > 0 die wegen (x)

a€A "
existierenden Funktionen mit h = A\, h auf U,. Definiere dann \ = > dada. Dann ist A € C°°(S),

A>0und h = Ah, denn

n

Aph(p) = Y. ¢i@Xip)h(p) =D _ ¢i(p)h (p) = h (p)

i=1

i=1,
pEsupp(¢:)CU;

fir alle p € S. |
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2.3.14 BEMERKUNGEN. (i) Im Falle von Lorentz-Mannigfaltigkeiten der Dimension > 3 kann
man sogar zeigen, dafl bereits der Lichtkegel, d.h. die Menge aller lichtartigen Vektoren, die
Aquivalenzklasse eindeutig festlegt (siche z.B. [BeEhEa96], Theorem 2.3). Fiir n = 2 legt der Lichtkegel
lediglich die konforme Klasse bis auf Vorzeichen fest, d.h. [h] und [—h] induzieren denselben Lichtkegel.
Daf§ hier mehr Information benétigt wird, liegt an der speziellen Symmetrie im zweidimensionalen
Fall: Ist h eine Lorentz—Metrik, so auch —h; somit unterscheiden sich Lorentz—Flichen der Schnit-
tkriitmmung K > 0 von Lorentz—Flidchen der Schnittkrimmung K < 0 nur im kausalen Charakter
(siehe [O’N83], S.152), wohingegen der Uniformisationssatz fiir Riemannschen Flichen zeigt, daf§ hier
die Geometrie sehr wohl von dem Vorzeichen der Schnittkriimmung abhéngt.

(i) Sind auf einer orientierten Fliche zwei glatte, eindimensionale und linear unabhéngige Distribu-
tionen X und Y vorgegeben, kann man dem durch & U Y definierten Lichtkegel allerdings eindeutig
eine konforme Klasse durch die Forderung zuordnen, daf je zwei Reprisentanten (X,Y) aus X x Y
eine orientierte Basis aufspannen und X + Y raumartig sein soll (vgl. auch 2.3.8). In diesem Sinne

folgt also

2.3.15 KOROLLAR 4. Auf einer orientierten Fliche S ist die Vorgabe zweier glatter, eindimension-
aler, linear unabhdngiger Distributionen X und Y dquivalent zur Vorgabe einer konformen Klasse von
Lorentz—Metriken [h] (vgl. auch Bemerkung 2.6.26 beziiglich der durch X und Y induzierten parakom-
plexen Struktur auf S).

2.3.16 KOROLLAR 5. Sei p € S. Dann ezistiert eine Karte (U, xp = (u,v)) um p und eine Lorentz—
Metrik hy, € [h] mit hyy, = —du® + dv.

Beweis. Sei p € S fixiert. Sei (V, x = (u,v)) ein isothermales Koordinatensystem fiir 4 um p, d.h.
(%) h = B (—du® + dv*) mit B€ C* (V) und B > 0.

Sei K C V kompakt und f : S — R eine Plateaufunktion mit fi;;,, = 1 fiir eine offene Umgebung
Up C K von p, und fige =0. Dann ist fB € C* (S). Wir definieren

A=1+f(B-1).

Dal> f >0, gilt A > 0 genau dann, wenn B > 0, was wegen (*) erfiillt ist. Also ist A ein konformer
Faktor. Setze h, := +h € [h]. Auf U gilt dann A = 1+ B — 1 = B, also ist hyy = Hhjy =
—du? + dv?. |
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2.3.17 BEMERKUNG. Sei (S,h) eine zeitorientierbare Lorentz—Fliche mit Zeitorientierung 7'. Die
Mengen C*(T), = {v € T,,S | v kausal und h,(v,T(p)) < 0} bzw. C~(T), = {v € T,S | v kausal und
hyp(v,T(p)) > 0} heiBlen zukunftsgerichteter bzw. vergangenheitsgerichteter kausaler Kegel. Eine glatte,
kausale Kurve a heifit daher zukunftsgerichtet bzw. vergangenheitsgerichtet, falls die Tangentialvek-
toren o/(t) aus C*(T)q ) bzw. C(T)qa) sind. Sind X und Y wieder lokale, glatte Darstellungen
der Null-Distributionen X und Y, so sind X (p),Y (p) € C(T), := C*(T), UC(T), fiir alle p aus
S. Somit induziert die Zeitorientierung eine Orientierung auf den Unterrdumen X (p) und Y(p) durch
die Forderung, daf} die Fliisse positiv orientierter X — bzw. Y —Vektorfelder vergangenheitsgerichtet
bzw. zukunftsgerichtet sein sollen (insbesondere bildet fiir vergangenheitsgerichtetes X (p) € X und
zukunftsgerichtetes Y (p) € Y das Paar (X (p),Y (p)) eine orientierte Basis fiir T),5, sieheFig. 2)).
Diese Konvention induziert daher auch einen natiirlichen Durchlaufsinn aller X — bzw. Y —Kurven .
In diesem Sinne sprechen wir auch von der natirlichen Orientierung der Nullkurven, die wir auf zeito-
rientierten Lorentz—Flichen stets betrachten wollen. Insbesondere zerfillt dann jeder zu h assozierte

isotrope Atlas in zwei disjunkte Unteratlanten, namlich in
AT = {(U,x = (z,y) € AY | 9, vergangenheits—, 9, zukunftsgerichtet}

und

A0 == {(U,x = (z,y) € AY | 9, zukunfts—, J, vergangenheitsgerichtet}.

Ist die betrachtete Lorentz—Fldche L zeitorientiert, so wollen wir als Atlas auf L stets Q(;Lr betrachten.

v
y ‘ x
zeitartig zeitartig
“u
Vergangenheit Zukunft
Oy Oy
Fig. 2
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2.4 Konforme Invarianz von Vollstindigkeitsbegriffen pseudoriemannscher

Mannigfaltigkeiten

2.4.1 Geoditen, Vollstdndigkeitsbegriffe und Kriimmung einer pseudoriemannschen

Mannigfaltigkeit

Fiir die folgende Diskussion von Vollstindigkeitsbegriffen auf pseudoriemannschen Mannigfaltigkeiten

und fiir spétere Verwendung im 2. Kapitel seien einige allgemeine Definitionen und Formeln wiederholt.

Wir betrachten zuerst wieder eine allgemeine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit (MP+?, g) und den

durch g induzierten Levi-Civita-Zusammenhang V¢ = V. d.h. die durch die Koszul-Formel

29(VvW,2) = VI(g(W,2))+ W (g(2,V)) = Z(g(V,WV))

-9 (V7 WV, Z]) +g (Wa [Zv V]) +g (Z’ [V7 W])

definierte, torsionsfreie und metrische kovariante Ableitung auf M. Insbesondere kénnen wir dann

fiir jede Kurve « die von V induzierte kovariante Ableitung entlang « bilden, die wir Z—: schreiben

(siehe [O’N83] Satz 3.18), und mit der wir Vektorfelder, die entlang « definiert sind, ableiten kénnen.

Geoditen sind diejenigen Kurven « mit %77’ = 0. Fixieren wir ein lokales Koordinatensystem
(21, ..., ) auf einer Umgebung U von M, so sind die Christoffel-Symbole F’?j 1,4,k =1,...,n beziiglich

2,
(1, ..., ) die Funktionen aus C*° (U), die durch
Vo,0; = Y _T%ok
k=1

gegeben werden. Eine Kurve v : I — M ist genau dann eine Geodéte, falls fiir jedes Koordinatensystem

(21, ...,x,) die Koordinatenfunktionen z* o v, k = 1, ..., n, folgende Gleichung erfiillen:

(@) CuCA) S SO ¥ o) el KL Caa) )

Speziell fiir Lorentz—Flichen folgt nun der

2.4.1 SATZ. Sei (z1,22) ein lokales Koordinatensystem, h = adx?+2bdxidzs +cdz3 und D = ac—b?.

Dann gilt:
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(i) Die Christoffel-Symbole werden gegeben durch

1 19,a b 1 a 19.a
', = —det 27 , T3 = —det 2

D 81[) - %82& C D b 81b — %Bga

1 180 b 1 a 10
F%Q = —det 272 5 F§2 = —det 272

D %81c c D b %810

1 Oob—L01c b 1 a Oub— Ldic
Iy, = —det A , TZ, = —det 277 2%

D %820 c D b %820

Speziell folgt fiir ein Nullkoordinatensystem h = 2bdxidzs:

1 1
M = 55'16, [y =T7, =T, =T7 =0, = Zazb

(ii)) Die Geodéten—Gleichungen sind
o + Tha? 4 20 ah ol + Thoxl, = 0 und o} + T3 22 + 2T 2 2l + T2 =0

Speziell folgt fiir ein Nullkoordinatensystem h = 2bdxidzs:

01b O2b
102 =0 und o) + =22 =0

"
Ty + b

b

Beweis.  Siehe [O'N83] S.80 ff.. m

2.4.2 BEMERKUNGEN. (i) Eine glatte Kurve v : I — M heifit Priigeodéte, falls sie zu einer Geodite
umparametrisiert werden kann. Dann gilt: Jede Nullkurve einer Lorentz—Fliche ist eine Préageodéte.
Beweisskizze: Sei a eine Nullkurve. Aus h (¢/,a’) = 0 folgt durch Differenzieren h (o, ') = 0. Fiir
eine Lorentz Fliche ist allerdings (/)" eindimensional (sonst wére h = 0), und o/ und o’ miissen
kolinear sein, woraus mit Aufgabe 3.19 aus [O'N83] die Behauptung folgt.

Weiterhin gilt: Lichtartige Prigeodéten sind eine konforme Invariante (vgl. auch Lemma 9.17 in [BeE-
hEa96]).

(ii) Da «' ein paralleles Vektorfeld entlang ~ definiert, bestimmt der kausale Charakter von 7’ in
einem Punkt den kausalen Charakter der gesamten Geodite. Daher ist es sinnvoll, von zeit—, licht—,

und raumartigen Geoditen zu sprechen.

2.4.3 DEFINITION
(i) Eine Geodiite v : I — MP?9 heiBt erweiterbar, falls eine Geodiite 5 : I — M?4 mit I C I und

’yl j = 7 existert.

27



(ii) Eine nicht erweiterbare Geodéte v : I — MP-? ist vollsténdig, falls I = R. Ist jede Geodéte
einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit (MP9, g) vollstéindig, so nennt man M (geodétisch)
vollstandig. Analog gilt fiir eine zeit—, licht— und raumartig vollstdndige pseudoriemannsche

Mannigfaltigkeit, daB jede zeit—, licht— oder raumartige Geodéte vollstidndig ist.

2.4.4 BEMERKUNG. Alle drei kausale Vollstéindigkeitsbegriffe sind im allgemeinen logisch unabhéngig:
Siehe z.B. Theorem 5.4 in [BeEhEa96], wo ein auf Geroch aus [Ge68] zuriickgehendes (nicht kompak-
tes) Beispiel besprochen wird. Auf lokalsymmetrischen Lorentz—Mannigfaltigkeiten (kompakt oder
nicht kompakt) sind jedoch alle Vollstéindigkeitsbegriffe dquivalent (siehe [L188]). Auch scheinen bis
jetzt noch keine Beispiele fiir logische Unabhéngigkeit auf kompakten pseudoriemannschen Mannig-

faltigkeiten gefunden worden zu sein (vgl. die Einleitung in [S497]).

Geodéten und die darauf basierenden Vollstandigkeitsbegriffe spielen eine wichtige Rolle in der all-
gemeinen Relativitidtstheorie. So sind vor allem chronologische bzw. kausale Raum—Zeiten Gegen-
stand des Interesses, d.h. zeitorientierte Lorentz—Mannigfaltigkeiten ohne geschlossene zeitartige bzw.
kausale Kurven. Kausalitdtsbedingungen an die Mannigfaltigkeiten ergeben sich aus physikalischen
Gesichtspunkten: Man mochte chronologische Paradoxien ausschlieffen, die sich aus dem Bewegen
entlang einer geschlossenen kausalen Kurve ergeben — so konnte ein Beobachter, der entlang einer
solchen Kurve reist, vor seiner Abfahrt wieder ankommen'. Mit Hilfe kausalitétstheoretischer Metho-
den lassen sich aber auch viele geometrische Eigenschaften von Lorentz— Mannigfaltigkeiten zeigen: So
bewies z.B. Galloway in [Ga86] mittels solcher Uberlegungen, da jede kompakte Lorentzfliche eine
geschlossene, kausale Geodéte aufweisen muf (in der Riemannschen Geometrie ist es eine wohlbekan-
nte Tatsache, daf} jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit eine geschlossene Geodiite besitzt —
siche z.B. Theorem 2.1.3 und 2.1.6 in [KI78]). Die im fiinften Abschnitt noch zu beweisenden Aus-
sagen iiber Nullinien kénnen ebenfalls mit kausalitdtstheoretischen Argumenten hergeleitet werden
(fiir einige wichtige, elementare Definitionen aus der Kausalitidtstheorie siehe z.B. [We96] S.33 ff. und

die dort zitierten Referenzen).

2.4.5 DEFINITION
(i) Das (3,1) —Tensorfeld RY € T3 (M) definiert durch

RY (VW) Z:=VyVwZ —-VwVvZ— Vivw) 2

1Da jede kompakte Lorentz—Mannigfaltigkeit eine geschlossene kausale Kurve besitzt, wurden kompakte Raumzeit-
en, zumindest in der Physik, nicht weiter untersucht. Allerdings sind die zu stellenden Kausalitdtsbedingungen unter
Physikern nicht unumstritten, und alternative kosmologische Modelle lassen auch kompakte Raum—Zeiten zu, siehe z.B.

die Arbeiten [Yu90] und [Yu91], in der unter anderem auch kompakte Lorentz—Fldchen untersucht werden.
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heiBt Kriimmung, der daraus resultierende (4,0) —Tensor R definiert durch
RV, W,U,Z) =g (R (V,W)U,Z)
wird als Riemannscher Kriimmungstensor bezeichnet.

(ii)) Sei fiir x € M der zweidimensionale Unterraum E C T, M nicht ausgeartet und (v,w) eine
Basis von E. Dann ist Q (v, w) := g5 (v,0) gz (w, w) — gz (v, w)* # 0 Wir definieren die Schnit-
tkriimmung von (M, g) in x € M in Richtung E durch

SRI <v7 w’ w’ U)

KE (’I) = Q(’U,’w)

2.4.6 BEMERKUNG. Man rechnet nach, dafl die Schnittkriimmung unabhéngig von der Wahl der Basis
(v,w) ist. Man kann weiter zeigen, dafl die Kenntnis der Schnittkriimmung in alle Richtungen den
Kriimmungstensor eindeutig bestimmt. Insbesondere ist Kr = 0 fiir alle Richtungen genau dann, wenn
R = 0 gilt. In diesem Fall heiit MP>? flach. Intuitiv beschreiben Kriimmungsbegriffe die Abweichung

der Geometrie auf (M?9, g) von der Geometrie des (RP'?, g, 4):

2.4.7 SaTz. (MP, g) ist eine zusammenhéingende, geodétisch vollstéindige, pseudoriemannsche Man-
nigfaltigkeit mit Kg = 0 genau dann, wenn MP? jsometrisch zu einem Quotienten (R”?/T', g, o) ist
(wobei I eine frei und eigentlich diskontinuierlich wirkende diskrete Untergruppe von Isom (RP4, g, ,)
und gy, 4 die von R auf den Quotienten induzierte Metrik ist). Insbesondere ist dann (MP1, g) lokal
isometrisch zu (R, g, o).

Beweis. Fiir einen Beweis dieses Satzes (und weiterer Klassifikationsaussagen fiir Rdume mit kon-

stanter Schnittkriimmung) siehe 2.4.9 in [Wo84]. |
Durch Spurbildung gewinnt man weitere Kriimmungsbegriffe:

2.4.8 DEFINITION. Sei s = (s1,...,5p4q) eine lokale, orthonormale Basis von (MP?9,g). Das

(0,2) — Tensorfeld Ric € T2 (M) definiert durch
Ric(V,W) (z) = Y &R (V(x),si (x),si (z), W (z))
i=1
= Try, (S‘iv (LV(x) W (x))

heifit Ricci—Kriimmung. Erneutes Kontrahieren ergibt eine Funktion R € C* (M), die sogenannte

Skalarkriimmung:

R= Z €i€jRy (85 (x), 8 (x), s ()85 (x)) = ZejRicx (ej,ej) =Try, (Ricy).

ij=1 j=1
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2.4.9 BEMERKUNCGEN. (i) Beide Definitionen sind unabhéngig von der fixierten Basis s.
(ii) Es gilt
R(z)=2) Kz, (),

i<j
wobei E;; = span (e;, ;).
(iii) Die Skalarkriimmung wird uns wieder in der Weitzenbck—Formel fiir Dirac-Operatoren begegnen

(siehe 3.3.2).

Wir betrachten nun wieder eine Lorentz—Fliche (S, h).
2.4.10 LEMMA.
(i) Ry = 20 (s1, 52,51, 82), fiir jede orthonormale Basis (s1, 52).

(ii) R=0<= K =0<+= R=0.

(iii) Ric (v,v) = 0 fiir alle Nullvektoren v.

Beweis. Nach Definition ist
R = —Ric(s1,$1) + Ric(sa, s2)

= 9‘{(51,81,81,51) — 9‘{(51,82,82,81) — 9‘{(52,81,81,82) +9‘{(52,82,52,52),
woraus aus den Symmetrie-Identitdten fiir R die Gleichung R = 2R (s1, s2, 51, S2) folgt. (ii) ist eine
direkte Konsequenz aus (i). Fiir (iii) kénnen wir wegen der Bilinearitdt von Ric annehmen, daf§
v = s1 £ $o fiir eine lokale orthonormale Basis s = (s1, ..., $5,) ist. Betrachten wir z.B. v = s1 + s3.
Einsetzen in die Definition ergibt

Ric(v,v) = —R(s1+ s2,81,81,51 + s2) + R (51 + S2, S2, 82,51 + S2)

= 7%(82,51,81,52)+%(51,52,82751):0.
Dies ist die Behauptung. |

Fiir beliebige Koordinatensysteme (x1,z2) sind allgemeine Formeln fiir R kompliziert (sieche [We96]

§2.3). Wir betrachten daher folgende Spezialfélle:

2.4.11 SATZ.
(i) Sei (u,v) ein orthogonales Koordinatensystem, d.h. h = —a?du?+ c*dv? fiir zwei lokal definierte,

nullstellenfreie Funktionen a und c. Dann gilt fiir die Schnittkriimmung:
1 Oy Oy
KZi[au (c> _av ( a>]
ac a c
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(ii) Sei (z,y) ein isotropes Koordinatensystem, d.h. h = 2bdxdy mit b > 0. Dann gilt fiir die
Schnittkriimmung:

1
K = 30,0, Inb

Beweis.  Siehe [O’N83] Satz 3.44 bzw. [We96] §2.3, wo weitere Speziallfille behandelt werden. W

2.4.12 KOROLLAR. Um einen Punkt p € S existieren lokale Koordinaten (x,y) mit h = dzxdy genau
dann, wenn K auf einer Umgebung von p identisch null ist.

Beweis. Nur die Riickrichtung mufl bewiesen werden.

Seien (z,y) isotrope Koordinaten auf U um p, d.h. hjy = 2bdzdy mit b > 0. Wegen 2.4.11 (ii)
gilt 9;0,Inb = 0, dh. b = C(z)D(y) fiir zwei glatte Funktionen C,D € C*(U). Wir definieren
fla,y) = (@(z,9),9(z,9)) = ([ C(z)dz, [ D(y)dy). Weil Dfe,y = C(z)D(y) = b(z,y) > 0, def.
(Z,7) ein neues, orientiertes Koordinatensystem mit di = C(z)dx und dy = D(y)dy.Fiir dieses gilt
hyy = dady. [ |

2.4.2 Vollstindigkeit als konforme Invariante. Konforme Flachheit

Uns interessiert nun die Frage, ob und unter welchen Bedingungen die obigen Vollsténdigkeitsbegriffe
eine konforme Invariante sein konnen. Dabei wird sich zeigen, daf ein Zusammenhang zwischen (i)
Vollstindigkeit und (ii) global konformer Flachheit besteht. Die hieraus folgenden Kriterien fiir kon-
forme Flachheit werden wir fiir die spingeometrische Untersuchungen wieder aufgreifen.

Zunéchst betrachten wir den Riemannschen Fall. Hier steht uns lediglich der Begriff der geodétischen
Vollstiandigkeit zur Verfiigung, fiir den die Antwort auf unsere Frage vollstindig bekannt ist:

Ein wohlbekanntes Resultat aus der Riemannschen Geometrie ist der Satz von Hopf und Rinow (siehe
beispielsweise [KoNo63], Theorem IV.4.1): Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit M™ ist geodétisch
vollstdndig genau dann, wenn M™ ein vollstdndiger, metrischer Raum beziiglich der geodétischen

Distanzfunktion
d(z,y) = inf{L(y) | v: T — M" ist stiickweiser C'~Weg von x nach y}

(mit L(y) = [, Vg (¥, 9)dt. Als Korollar folgt, daB jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit
vollstéindig und somit Vollstdndigkeit trivialerweise eine konforme Invariante ist. Weiterhin zeigten
Nomizu und Ozeki in [NoOz61] fiir nicht kompakte Mannigfaltigkeiten, dafl jede Riemannsche Metrik
g jeweils konform dquivalent zu einer vollstdndigen wie zu einer unvollstdndigen Riemannschen Metrik

g ist.
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Im pseudoriemannschen Fall existiert kein addquates Pendant zum Satz von Hopf und Rinow, denn
es ist a priori unklar, wie man einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit eine ” geodétische Distanz”
kanonisch zuordnen soll. Ein gewisses Aquivalent stellt fiir Lorentz—Mannigfaltigkeiten die Lorentz—
Liangenfunktion fiir kausale Kurven L (y) = f: \/Wdt dar. Man kann dann eine ”Distanz-
funktion” d (z,y) durch das Bilden des Supremums iiber alle z und y verbindenden, kausalen Kurven
definieren. Das so gewéhlte d braucht aber weder endlich, noch symmetrisch zu sein. Auch der Fall
d (p,q) = 0 fiir p # 0 kann auftreten (sieche [BeEhEa96], Abschnitt 4.1). Weiterhin existieren kompakte

Lorentz—Mannigfaltigkeiten, die nicht vollstédndig sind:

2.4.13 BEISPIELE.
(i) Der Clifton—Pohl-Torus (vgl. [0’N83], Beispiel 7.16)

Sei
2dxdy

M =R\ {0} und h(, ) = N
Skalarmultiplikation mit ¢ # 0 ist eine Isometrie von (M, h), z.B. p (x,y) = (2z, 2y). Die von u erzeugte
Gruppe I' = {u™} wirkt frei und eigentlich diskontinuierlich auf M, und somit definiert 7' = M/T’
beziiglich der von M induzierten Lorentz—Metrik eine (kompakte) Lorentz—Fliche, der sogenannte

Clifton—Pohl-Torus. Aber T ist nicht vollstdndig: Da T lokal-isometrisch zu M ist, reicht es zu zeigen,
dafl M nicht vollstdndig ist. Aus den obigen Geodaten—Gleichungen folgt

2z 2 2y 2
" o__ / "o /
_xg_’_yg(x) undy_x2+y2(y)7
woraus man ableitet, dafi die Kurve a(t) = (ﬁ,O) zwar eine Geodite ist, die fir —oo < t < 1

definiert werden kann, aber die gesamte positive z—Achse ausfiillt und daher nicht fortsetzbar ist.
(ii) Wir betrachten folgendes Beispiel aus [RoS493]: Sei 7 : R — R eine glatte Funktion, und betrachten

wir die durch

h7 dx ® dy + dy @ dx — 27(x)dy?

(zy) =

definierte Lorentz—Metrik auf R?. Existiert ein @ € R mit 7(a) = 0 und 7/ (a) # 0, so ist (R, A7)
unvollstéindig: Berechnen wir zuerst die Christoffel-Symbole nach 2.4.1 (i), so finden wir I'}; = T'%3; =

r?,=0,T%, =T, =7 und I'}, = —77'. Also folgen aus 2.4.1 (ii) die Geodéten—Gleichungen
" =27 (2)2'y — ()7 (2)y

und

y// . T,(l')y/z = 0.
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Dann ist v (t) = (a,7'(a)log(t + %)) eine Geodéte durch (a, —7'(a)log(7'(a))), die offenbar un-
vollstéindig ist, da die zweite Komponente fiir ¢t — —% divergiert (vgl. [O’N83|, Lemma 5.8; siehe
auch [RoS493], Abschnitt I fiir weitere Kriterien zur Fortsetzbarkeit von Geoditen). Ist 7 zusétzlich
periodisch, so kéonnen wir A7 auf Zylinder und Tori projezieren und erhalten so auch Beispiele fiir
unvollstéindige Lorentz—Zylinder und —Tori (vgl. auch [RoS4,94], Abschnitt II). Die Schnittkriimmung
von —7"" gegeben. Gilt 7 # 0, so ist h”™ nach 2.4.23 vollsténdig. Es folgt:

(iii) Sei k : R — R eine periodische Funktion der Periode T derart, daf§
T
e [k=0und
0
e k nicht identisch 0 ist.

Dann existieren zwei auf einen Torus induzierbare Lorentz—Metriken hjund he auf R?, by vollstindig
und hy unvollstindig, deren Schnittkriimmung jeweils durch K (z,y) = k(z) fiir alle (z,y) € R?
gegeben wird. Auf einem Torus existieren also vollstindige und unvollstindige Metriken gleicher

Schnittkriimmung.

2.4.14 BEMERKUNG. In [S494] und [S497] untersucht M. Sdnchez im Zusammenhang mit
Vollsténdigkeitsfragen eine Familie von Metriken auf Lorentz—Tori, die die Beispiele 2.4.13 (i) und

(ii) verallgemeinert: Er betrachtet auf R? Metriken der Form
(%) Y(zy) = o (x) da? + 20 (z) dedy — 6 (x) dy?

wobei a, 8 und § glatte Funktionen der Periode 1 mit ad + 4% > 0 sind (d.h. g definiert eine Lorentz—
Metrik und ist auf den Standard-Torus R?/Z? induzierbar). Dann ist das Vektorfeld 9, ein Killing—
Vektorfeld, so dafi die geoditischen Gleichungen aufgrund des conservation lemma (siehe [O’N83],
Lemma 9.26) sich vereinfachen lassen. Modulo endlicher Uberlagerung sind alle LorentzTori mit
nichttrivialer Isometriegruppe von dieser Form (siehe das “structure result” in [S497] und auch 2.4.27).

Betrachten wir z.B. die Metrik
Y(wy) = ™ (—sin (2mz) dz® + 2 cos (27z) dzdy + sin (27z) dy?)
und die Uberlagerung R? — R?\{(0,0)} definiert durch
(2,9) — (= explry) sin(ra), — exp(ry) cos(m)),

so erhalten wir den Clifton-Pohl-Torus aus 2.4.13 (i) wieder (vgl. Abschnitt III1.5 aus [S494] oder
Abschnitt IT aus [RoS4;94]). Auch die Beispiele aus 3.4.22 lassen sich durch die Koordinatentransfor-

mation r =

2122 und y = 21422 auf Metriken der Form (x) zuriickfiihren. Eine wichtige Unterfamilie
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ist G": Fiir g € G’ sei G(0) = 0, und G besitze nur isolatierte Nullstellen in pg = 0, p1,...,pn-1 €
(0,1), ppir = pr + 1, k € Z. Eine solche Metrik () erfiillt insbesondere: (R?,g) ist zeit—, licht— und
raumartig unvollstindig (siehe Teorema 25 Abschnitt 111.3 aus [S494] oder Satz 3.1 aus [S497]). The-
orem 22, Kapitel IIT in [S494] bzw. der Anhang in [S497] listen das Verhalten der von g induzierten
Geodéten auf (vgl. auch die Diskussion in 3.4.32 und 3.4.74, wo wir Teile dieses Satzes anwenden).

Insbesondere kann man fiir die folgenden Unterfamilien:

G = {g € g/ | G‘(OJ) > 0}
Go {ge G | G'(p;) #0, F(p;)F(0) >0,0<i<n-—1}

zwei globale, isotrope und linear unabhéngige Vektorfelder angeben:

Xl 68@1 + (ﬁ + oV ad + 52)8902
— 2
‘ - a“(ﬂ nox/a5+ﬂ)>ax2,

0

wobei 19 := sgnF(0).
Im pseudoriemannschen Fall kennt man einige Kriterien fiir Vollstandigkeit:

2.4.15 SAaTz (Marsden '73). Jede kompakte, homogene pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit ist
vollstandig.
Beweis.  Siehe [Ma73]. [ |

2.4.16 BEMERKUNG. Tatséchlich gilt, dal jede kompakte pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit, die
(global) konform #quivalent zu einem homogenen Raum ist, vollstdndig (siehe [S494], Kapitel II, Satz

7) sein muf. Fiir kompakte homogene Riume ist Vollstindigkeit also eine konforme Invariante.

2.4.17 DEFINITION. Ein Vektorfeld K auf einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit (MP9, g) heifit
konform, wenn die induzierten Fliisse konforme Abbildungen sind, d.h. falls Lixg = og gilt. Dabei
bezeichnet Ly die Lie-Ableitung beziiglich K und o eine glatte Funktion auf M. Gilt speziell o = 0,
so definiert K ein Killing—Vektorfeld.

2.4.18 SATZ. Sei (MP9,g) eine kompakte, pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit. Existieren p linear

unabhéngige, zeitartige, konforme Vektorfelder C1, ...,C, € X (MP™9), so ist (MP?9,g) vollstindig.
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Insbesondere ist fiir jede kompakte, pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit mit p linear unabhingigen
Killing—Vektorfeldern Volistandigkeit eine konforme Invariante.

Beweis.  Siehe [S494], Kapitel II, Korollar 5. [ |

2.4.19 SaTz. Fiir jede kompakte pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit ist lichtartige Vollstdndigkeit
eine konforme Invariante.

Beweis.  Siehe [S494], Kap. III, Theorem 32. |

2.4.20 BEMERKUNG. Fiir eine Charakterisierung lichtartiger Vollstédndigkeit auf dem Torus durch

Blétterungs—Theorie siehe z.B. den Artikel von [CaRo94].

2.4.21 SaTZ (Carriére ’89). Jede kompakte, flache Lorentz—Mannigfaltigkeit ist vollstédndig.
Beweis.  Siehe [Ca89]. [

2.4.22 KOROLLAR. Jede kompakte, flache Lorentz—Mannigfaltigkeit ist isometrisch zu (RP*?/T, g, 4)
fiir eine frei und eigentlich diskontinuierlich wirkende Gruppe I' C Isom (RP?, g, ,). Insbesondere gilt
fiir p+ q = 2, daB8 I" nur aus Translationen besteht.

Beweis.  Der erste Teil folgt direkt aus Satz 2.4.7 in [Wo84] (vgl. auch Lemma 4.1 aus [RoS494]).
Um die zweite Aussage zu beweisen, betrachten wir eine Decktransformation f € " . Diese ist a priori
von der Form f(x) = Az + b, wobei b € R? und A eine lineare Isometrie ist. Ist 1 ein Eigenwert
von A, so ist A die Identitéit (hier benutzen wir n = 2), und f ist eine Translation. Wenn nicht, gilt
det (A — Id) # 0, also ist die Gleichung Az + b = z 16sbar. Dann hat f einen Fixpunkt und ist somit
die Identitét. |

Fiir kompakte Lorentz—Fléchen erhalten wir insbesondere den

2.4.23 SATZ (Sanchez '94).

(i) Sei (T*1, g) ein Lorentz—Torus. Existiert ein konformes Vektorfeld K mit g(K,K) # 0 in jedem
Punkt, so ist (T'1, g) vollstéindig.

(ii) Jeder (global) konform flache Lorentz—Torus ist vollstéindig.

35



Beweis. (i) Sei v :[0,b) — TH1, 0 < b < +00 eine Geodite. Wir miissen zeigen, daf} sie fortsetzbar
ist. Dazu reicht es, daf 4’ in einer kompakten Menge des Tangentialbiindels 7'(T*!) liegt (vgl. den
bereits in 2.4.13 (ii) erwéhnten ersten Abschnitt aus [RoS493]). Weil aber C' = g (v/,7’) konstant ist,
brauchen wir lediglich zu beweisen, daf die Projektion von 7" auf das Unterbiindel spang(p1.1)(K)
in einer kompakten Menge liegt. Weil 71! kompakt ist, gilt nach Voraussetzung inf |g(K, K)| > 0.
Es reicht also, die Beschréinktheit von g(K,~') nachzuweisen. Ist o € C°°(T"!) die Funktion mit

Lyxg = og, so folgt
*1 C(O o = *1 L y/ YI =g C K == K yl
D) )) 2( Kg)( ) ) ( b 77) ltg( ) )7

d.h. die Ableitung 4 g(k,~") ist auf dem (endlichen) Intervall [0, b) beschréinkt und somit auch g(K,v)
selbst.

(ii) Sei A > 0 eine glatte Funktion auf T*?! so, da8 (T, A\g) flach ist. Dann ist (T*!, \g) nach 2.4.22
isometrisch zu (RV1/T, g11 = —dx? + dy?). Das Vektorfeld 9, ist parallel und zeitartig, definiert also
ein zeitartiges Killing—Vektorfeld (vgl. [O’'N83] 9.25 (iii)). Weil I" nur aus Translationen besteht, ist
0, auf ein zeitartiges Killing—Vektorfeld in (711, \g) projezierbar, welches auf (T, g) konform ist.
Aus (i) folgt dann die Behauptung. [ |

2.4.24 BEMERKUNGEN. (i) Dies steht im Gegensatz zum Riemannschen Fall, wo aus der Theorie
elliptischer partieller Differentialgleichungen sofort folgt, dafi jeder Torus global konform flach ist (vgl.
auch [Wo84], 2.5.19 und 2.5.20).

(ii) Der Beweis von 2.4.21 beruht auf der Feststellung, daf auf jeder flachen, kompakten Lorentz—Fliche
ein zeitartiges Killing—Vektorfeld existiert (sieche Lemma I1.4.13 in [S494]. Tatséchlich gilt sogar der

2.4.25 SATZ (Sdnchez ’94). Sei (Ml’l,g) eine Lorentz—Mannigfaltigkeit. Dann gilt:
(i) Existiert auf (M L1 g) ein zeitartiges, konformes Vektorfeld K, dann ist g konform flach.

(ii) Sei M zusétzlich kompakt. Dann ist g konform flach genau dann, wenn auf (M LT g) ein zeitar-

tiges, konformes Vektorfeld K existiert.

Beweis.  (vgl. auch [S494], Theorem VI.13 bzw. [S497], Theorem 2.3). Wir zeigen zunéchst:

(ii) =) Sei (M1, g) mit g € [g] flach. Nach 2.4.22 ist (M1!,§) isometrisch zu (R"! /I, g1 1), wobei
I' eine Menge von Translationen des RY! ist. Wie in 2.4.23 induzieren die natiirlichen Koordinaten-
vektorfelder ein zeit— und ein raumartiges Killing—Vektorfeld auf (M, g), die konforme Vektorfelder
auf (M™!, g) definieren.
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<) Wir behaupten: Die Metrik § = —mg ist flach. Im Hinblick auf 2.4.12 reicht es fiir die
Notwendigkeit zu zeigen, daf§ in der Umgebung eines jeden Punktes Koordinaten (u,v) mit § =
—du?+ dv? definiert werden kénnen (). Zuerst bemerken wir, dafl K ein Killing—Vektorfeld fiir § vom

konstanten Betrag —1 ist (x%):

1
Lii = — K (g(K.K))g— —— L
=og

2 1
B <9(K,K)2Q<VKK’K) - g(K,K)U> o

woraus die Behauptung wegen
0g(K,K)=Lkg(K,K)=g(VkK,K)+g(K,VkK) =29 (VkK, K)

folgt. Weil (M1, [g]) insbesondere zeitorientierbar ist, kénnen wir ein raumartiges W € X (M) mit
G (W, W) =1und (W, K) = 0 wihlen (x * ). Sei V der von § induzierte Levi-CivitaZusammenhang.
Dann gilt VxW = VK = 0. Dies folgt aus einer direkten Rechnung:

(a) Es ist

W K) = S (5 (5, K) )

und

IVwK,W) = —§(VwK, W) =0,

wobei wir 9.25 (iii) aus [O’N83] benutzt haben. Aus der Nichtdegeneriertheit von § folgt Vi K = 0.
(b) Wir zeigen zuniichst Vg K = 0: Es gilt

und
Somit folgt
und

Also gilt auch VW = 0.

Dann ist



woraus wir mit dem bereits benutzten Frobenius—Argument die Existenz eines Koordinatensystems
(u,v) mit § = adu® + 2bdudv + cdv? erhalten. Wegen 9, = K und 8, = W folgt aus (s) und (* * x)
die Behauptung ().

(i) folgt nun aus (ii) <), da wir fiir die Riickrichtung die Kompaktizitit von M nicht benutzt haben.
]

2.4.26 KOROLLAR. Jeder nicht zeit—orientierbare Lorentz-Torus (wie z.B. in 2.2.8) ist nicht (global)

konform flach.

2.4.27 BEMERKUNGEN. (i) Tatséchlich folgt aus dem Beweis mehr, als wir behauptet haben: Zunéchst
erhilt man, dafl jedes konforme Vektorfeld einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit (M?:?, g) ein
Killing—Vektorfeld fiir ein g € [g] ist. Speziell erhalten wir fiir Lorentz—Flichen als Korollar, daf$ T" in
2.4.22 nur aus Translationen besteht.

(ii) Anstatt zeitartig konformer Vektorfelder kann man auch nullstellenfreie raumartig konforme Vek-
torfelder betrachten.

(iii) Der Zusammenhang auf Lorentz—Tori zwischen (global konformer) Flachheit, Vollsténdigkeit und
der Existenz von Killing—Vektorfeldern wurde in [S497] eingehend untersucht: Existiert auf (Tl’l, g)
ein nicht triviales Killing—Vektorfeld £, so verschwindet £ in keinem Punkt und es gilt

(a) die Metrik g ist flach genau dann, wenn g (&, £) konstant ist;

(b) die Metrik g ist konform flach genau dann, wenn & einen festen kausalen Charakter hat, d.h. g (£,€)
entweder strikt positiv, strikt negativ oder null ist, was sich wiederum &quivalent zu geodétischen
Vollsténdigkeit erweist (siehe (SR) in [S497]).

In diesem Artikel findet man auch eine Beschreibung der moéglichen Isometriegruppen von (Tl’l, g).
Insbesondere folgt aus (SR), dafl im Falle von dim (I som (Tl’l, g)) > 0 das Vollstédndigkeitsverhalten

von (Tl’l7 g) zwischen konform flachen und nicht konform flachen Metriken unterscheiden kann.

Die Frage, ob nun Vollstédndigkeit eine konforme Invariante ist, scheint hingegen weiterhin offen zu sein.
In [RoS493] vermuteten die Autoren, auf kompakten Lorentz—Mannigfaltigkeiten impliziere lichtartige
Vollsténdigkeit stets (geodétische) Vollstindigkeit, die somit ebenfalls eine konforme Invariante wére
(KI) (vgl. 2.4.19). In [CaRo094] wurde gezeigt, daf diese Vermutung auf dem zweidimensionalen Torus
”generisch”, d.h. im mafltheoretischen Sinne richtig ist, aber gleichzeitig auf die Moglichkeit der Kon-
struktion pathologischer Tori hingewiesen, auf denen (K1) falsch wére. Soweit dem Autor bekannt ist,
sind bis zum jetzigen Zeitpunkt aber keine Gegenbeispiele gefunden worden; (K1) ist also weiterhin

als offenes Problem zu betrachten.
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2.4.3 Der Raum der Lorentz—Metriken und der konforme Modulraum iiber dem Torus

Méchte man topologisch #quivalente Flichen bis auf konforme Aquivalenz klassifizieren, ist es natiirlich
zu fragen, wie fiir eine gegebene Fliche die Menge aller konformen Klassen und a fortiori aller (pseudo—)
riemannscher Metriken iiberhaupt aussieht, welche Strukturen auf ihr existieren usw.. Dazu definieren
wir zuerst

£ (Tl’l) = {h e 702 (T"') | h ist Lorentz-Metrik auf Tl’l} .

Wir kénnen auf £ (Tl’l) kanonisch eine metrische Struktur definieren: Dazu fixieren wir eine beliebige
Riemannsche Metrik gr auf 7!, Diese induziert ein natiirliches, positiv definites Skalarprodukt auf
7(0:2) (Tl’l) und somit eine Distanzfunktion dgr. Nun ist zwar dr abhingig von der zuvor gewéhlten
Riemannschen Metrik, nicht aber die induzierte Topologie, denn je zwei Distanzfunktionen dg und
dp sind dquivalent (vgl. [S494], Satz VI.1.2). Dann versehen wir £ (7%1) ¢ 72 (TH1) mit der
induzierten Topologie (beziiglich derer £ (T!) offen in 72 (T11) ist, d.h. £ (T11) besitzt sogar
eine natiirliche Mannigfaltigkeitsstruktur). Der dadurch definierte topologische Raum £ (Tl’l) wurde

von M.Sénchez in [S494] untersucht. Sein Hauptresultat ist der

2.4.28 SATZ. Die global konform flachen Lorentz—Metriken auf T*' liegen im Abschlufl der lichtartig
unvollstindigen Lorentz—Metriken auf T,

Beweis.  Siche [S494], Abschnitt VI.2, Theorem 10 (weitere Resultate dieser Art findet man in [S494],
Kap.VI). [

Wir wollen uns nun mit dem Raum der konformen Klassen beschéftigen. Zu diesem klassischen Prob-

lem aus der Theorie kompakter Riemannscher Flichen liegen umfangreiche Untersuchungen vor:

2.4.29 DEFINITION. Sei S eine kompakte Fléche,
R (S):={g € T®Y (9) | g ist Riemannsche Metrik auf S}

und D (S) die Menge aller konformen Diffeomorphismen der Fléiche S. Zwei Metriken g und § aus
R (S) sind dquivalent, geschrieben g ~ g, wenn f € © (S) mit g = f*§ existiert. Der Raum

Modgr (S) = (R(5)/~)=(R(S)/D(5))

= {[g] | g ist Riemannsche Metrik auf S}

wird konformer Modulraum genannt.
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2.4.30 BEMERKUNG. Modg (S) kann als der Raum der nicht konform #quivalenten Riemannschen
Fliichen angesehen werden. Da R (S) eine offene Teilmenge von 7(:2) ist, triigt 2 (S) eine natiirliche
Untermannigfaltigkeitsstruktur und sogar eine Riemannsche Metrik (siehe [Tr92] Abschnitt 1.2). Auf
Modg (S) betrachten wir dann die Quotiententopologie.

2.4.31 SATZ. Modp (T*') kann auf natiirliche Weise mit C identifiziert werden.

Beweis.  Wir skizzieren lediglich die wesentlichen Beweisschritte (vgl. auch [FaKr91], IV.7.34 und
[S494] Abschnitt VI.3.b). Im folgenden identifizieren wir R? kanonisch mit C.

(a) In jeder konformen Klasse [g] auf T existiert ein go so, daB ("', go) flach ist, d.h. (T, go) ist
isometrisch zu (C/T', g2) (vgl. 2.4.7 und 2.4.25). Dabei ist I" eine Gruppe von Decktransformationen,
die durch zwei unabhéngige Translationen 7; : 2 — z + t;, i = 1,2 erzeugt wird. Da Streckungen und
Rotationen konforme Aquivalenzen fiir (C, g2) sind, kénnen wir go € [g] sogar so withlen, daf§ ¢t; = 1
und I'm (t2) > 0 gilt.

(b) Wir betrachten nun zwei konforme Klassen [g] und [¢’] mit zugehorigem go bzw. g{), ; bzw. 7/ und
T bzw. I''. Dann gilt [g] = [¢] genau dann, wenn ein konformer Automorphismus F : (C, g2) — (C, g2)
mit F'(I') = I' existiert, so daB f := Fjr ein Gruppenisomorphismus ist (*). Wir miissen also alle
solche konformen Automorphismen bestimmen.

(c¢) Jeder konformer Automorphismus kann als biholomorphe Abbildung von C nach C aufgefafit
werden (vgl. 2.1.11). Aus Standardargumenten der komplexen Differentialrechnung schlieft man nun,
daBl F(2) = az + b fiir a,b € C mit a # 0 ist. Diejenigen konformen Automorphismen, die die

Zusatzbedingung (*) erfiillen, kénnen wir dann mit C identifizieren. [

Definiert man analog zu 2.4.29 den konformen Modulraum fiir Lorentz—Fldchen Mody, (S), so stoft
man bei der Ubertragung der Beweisschritte aus 2.4.31 zur Bestimmung von Mody, (Tlvl) auf einige
Probleme: Wie wir bereits in 2.4.24 bemerkt haben, ist nicht jeder Lorentz—Torus global konform
flach, so dafl wir die Untersuchung des Problems nicht ohne weiteres auf E*! liften kénnen. Dazu
miiiten wir uns auf die Teilmenge Mody,, (Tl’l) der global konform flachen Lorentz—Metriken
beschrénken. Dann kénnten wir Schritt (a) und (b) analog zu 2.4.31 ausfithren, aber wir besitzen
keine einfache, explizite Beschreibung aller konformen Automorphismen von E?! (vgl. auch [S494]
Abschnitt VI.3.b). M. Sdnchez schlug die Moglichkeit vor, zunéchst geeignete Teilmengen von £ (Tl’l)
modulo ~ zu untersuchen. Zwei naheliegende Kandidaten wéren z.B. £, (T"!) und £, (T*!),
die Teilmenge der vollstindigen bzw. unvollstindigen Metriken auf 70!, Dann koénnte man zuerst

Mody, = L, (Tl’l) / ~und Mody,,, = Ly (Tl’l) / ~ betrachten. Damit diese Unterteilung allerd-

uv
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ings sinnvoll wire, sollte Mody,,, Mody, C Mody, (T*') gelten, so daB man
Mod (T"") = Mod, (T"") U Mod,, (T"")

hétte. Dies wire aber dquivalent zu (K1) fiir Dimension n = 2 (siehe [S494], Abschnitt VI.3.(c)).
Fiir Schwierigkeiten, die bei der Betrachtung von offenen Untermengen von Mody, (T 1’1) auftreten

konnen, siehe z.B. [Yu90], S.3071 ff..

Im allgemeinen ist aber auch fiir Riemannsche Flichen die Bestimmung von Modg (S) duBerst subtil.
Deswegen ordnet man S, ausgehend von R (5), weitere Réume zu, um Informationen iiber Modg (S)

zu erhalten:

2.4.32 DEFINITION. Bezeichne ®g (S) den Normalteiler von © (S), der durch die konformen Diffeo-

morphismen, die homotop zur Identitéit sind, definiert wird. Die Menge
T(5) :=R(5) /Do ()

heifit Teichmiiller—Raum. Insbesondere gilt dann Modg (S) = % (S) / (D/Dy) (siehe [Tr92] Bemerkung
0.1 S.11, wo die Beziehung zwischen dem Teichmiiller-Raum und Modg (S) diskutiert wird).

2.4.33 Eine wichtige Beobachtung bei der Untersuchung von Teichmiiller-R&dumen ist die Tatsache,

dafl wir ¥ (S) als Quotient R (S) /Dy (S) auffassen kénnen, wobei

A(S) = {JeTMY(S)|firalle z € S und v € T, M gilt J? = —idyp, ar,

und (v, Jv) ist eine orientierte Basis}

die Menge der orientierungskompatiblen fast—komplexen Strukturen auf S ist (sieche Theorem 1.1.1
und 1.1.2 in [Tr92]). Der Vorteil von D (S) gegeniiber D (S) ist darin zu sehen, daf Dg (S) frei und
eigentlich auf R_; (5), den Riemannschen Metriken mit konstanter Schnittkriimmung —1 wirkt. Nach
dem Satz von Poincaré exisitiert in jeder konformen Klasse [g] einer Riemannschen Fliche S genau
ein g_1 € [g] konstanter Schnittkriimmung —1, d.h. wir kénnen Modg (S) auf natiirliche Weise mit
MR_1 (S) identifizieren. Dann kann man z.B. zeigen, dal ¥ (S) fiir genus (S) > 1 eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit diffeomorph zu R6(genus($)=1) st (siehe [Tr92], Abschnitte 2.2-2.4). Der Teichmiiller
Raum ist also in der Regel einfacher zu untersuchen als der konforme Modulraum, und erweist sich
vor allem fiir kompakte Flichen vom Genus > 1 als hilfreich. Kompakte Lorentz—Fl4chen sind, wie wir
in 2.2.10 gesehen haben, notwendig vom Genus 1; trotzdem konnte sich vielleicht folgendes Lorentz—

Analogon als niitzlich erweisen:
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Fiir Lorentz—Fldchen hat man den Begriff der fast-Produktstruktur zur Verfiigung, d.h. diejenigen
P e TWY(9), fiir die P2 = idg, p fiir alle z € S gilt. Man iiberzeugt sich leicht davon, daB P, die
Eigenwerte +1 und —1 hat und somit P den Tangentialraum 7'M in die Summe der Eigenunterrdume
E (41) und E (—1) zerlegt. Dann existiert genau eine konforme Klasse von Lorentz—Metriken [h] auf
S, die E(+1) als X— und E (—1) als Y—Distribution induziert. Umgekehrt konnen wir jeder solchen
konformen Klasse eindeutig ein solches P durch die Forderung zuordnen, dafl die Eigenunterrdume
E(+1) und E(—1) von P durch die X— und Y—Distribution der konformen Klasse gegeben seien.
Diese Zuordnungen sind invers zueinander, d.h. wir kénnen die konformen Klassen [h] mit den fast—
Produktstrukturen auf S identifizieren (vgl. auch 2.6.26). Sei B (S) die Menge dieser Strukturen auf S.
Ein moglicher Ansatz fiir die Untersuchung von Mody, (S) wire daher, zuerst das Lorentz—Analogon
des Riemannschen Teichmiiller-Raums B (S) /Do (S) zu betrachten. Die Schwierigkeiten jedoch, die
schon bei der Klassifikation einfach zusammenhingender Lorentz—Flichen auftreten (vgl. Abschnitt
1.7), lassen bereits vermuten, dafl es ohne neue Methoden schwierig sein wird, tiefere Aussagen iiber

Mody, (S) zu machen.

2.5 Nullinien

2.5.1 Allgemeine Eigenschaften von Nullinien

2.5.1 DEFINITION. Die maximalen Integralkurven lichtartiger Vektorfelder heiffen Nullinien.

2.5.2 SAaTz. Die Ableitung jeder Nullkurve ist entweder stets Element der X— oder der Y-
Distribution.
Beweis.  Sei vy eine Nullkurve. Da die Tangentialvektoren von + stets lichtartig sind, ist 7/(t) aus

X(v(t)) oder Y(v(t)) und die Behauptung folgt aus Stetigkeitsgriinden. [

2.5.3 BEZEICHNUNG. Wie in 2.2 bewiesen, existieren auf jeder Lorentz—Fliche zwei linear un-
abhéngige Distributionen X und ), die lokal durch lichtartige Vektorfelder gegeben werden. Die durch
Représentanten von X und ) induzierten Nullinien nennen wir im folgenden kurz X — bzw. Y —(Null-)
Linien. Wir werden im folgenden die durch einen Punkt p verlaufende X — bzw. Y —Linie generisch mit
l, bzw. m, bezeichnen. Analog kénnen wir im Hinblick auf 2.5.2 von X — bzw. Y —Kurven, —Bégen
usw. reden, wenn ihre Ableitungen in der X — bzw. Y —Distribution liegen (um eventuelle Unklarheit-

en zu vermeiden, sprechen wir gelegentlich auch von X— bzw. Y—Kurven, —Boégen usw.). Um diesen
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Sachverhalt hervorzuheben, sprechen wir auch vom Typ der Nullkurve. Diese Bezeichnungen sind of-
fensichtlich invariant unter konformer Anderung der Metrik, so da wir unterschiedslos von h — X —
bzw. h — Y —Nullinien und [h] — X — bzw. [h] — Y —Nullinien sprechen. Fiir die Parametrisierung von

Nullkurven, —-Bogen usw. vereinbaren wir folgende

GENERALVORAUSSETZUNG: Alle Parametrisierungen von Nullkurven, —bégen usw. seien lokal injektiv

und, falls sie differenzierbar sind, als regulér vorausgesetzt.

2.5.4 SATZ. Sind g : I — S und 1 : J — S entweder beides X — oder beides Y —Linien, so gilt
entweder yo(I) = v1(J) oder vo(I) N y1(J) = 0.
Beweis.  Seien 0.B.d.A. 7y und y; X —Linien. Sei

Y= {tel]|~(t)=(s) fiir ein s € J}.

Aufgrund der Stetigkeit von vy und ~; ist 3 abgeschlossen. Angenommen, 3 = @. Dann gilt vo(I) N
~1(J) = 0 und wir sind fertig. Wenn nicht, existiert ein ¢y € I und ein so € J mit yo(tg) = 71(s0). Wir
wihlen ein um ~(to) zentriertes Nullkoordinatensystem y. Dann parametrisieren x o v und x o 1

ein Intervall um den Ursprung auf der x—Achse, d.h. es existieren €, > 0 so, daf3
x°7((to — 6,0 +0)) = x o y1((s0 — € 80 +€)).

Also ist X ist offen und weil I zusammenhéngend ist, gilt ¥ = I. Vertauschen von I und J im Beweis

ergibt yo(I) = 1 (J). [ |

2.5.5 SATZ. Eine X— bzw. Y —Linie ist entweder injektiv oder die universelle Uberlagerung eines
Jordannullbogens, d.h. eines einfachen und geschlossenen Nullbogens.

Beweis. Sei~y: I — S eine Nullinie. Dann ist 7 insbesondere regulir und somit lokal injektiv, also
hat die Menge ¥ = {t € I | v(t) = ~(s) fiir ein s € I,s # t} keinen Héufungspunkt. Angenommen,
3 = (). Dann ist 7 injektiv. Wenn nicht, so existieren t,s € I,¢ < s so, daB « injektiv auf (¢, s) ist (sonst
hitte 3 doch einen Héufungspunkt). Dann ist I' := ~; 4 ein Jordannullbogen (beachte, daf8 v ein
Nullinie ist, d.h. maximale Integralkurve eines Vektorfeldes Z, und somit v/ (¢t) = Z(v(t)) = Z(y(s)) =
7/(s) gilt), dessen Bild in S wir mit |T'| bezeichnen. Sei 4 eine regulire, universelle Uberlagerung
von |I'|. Somit ist 4 eine Nullkurve, deren Definitionsbereich aufgrund der Universalitdt maximal
ist, d.h. 4 definiert sogar eine Nullinie. Dann ist aber ¥ N~y # @ und gem#B 2.5.4 fallen die Bilder
von v und 4 zusammen, also ist |y| = |['|. Wir erhalten eine surjektive Abbildung v — T, die

aufgrund der Regularitiit von + eine Uberlagerungsabbildung von IT| ist. Aufgrund der Maximalitét
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des Definitionsbereiches von + ist diese Uberlagerung aber auch universell, d.h. v = 7 ist die universelle

Uberlagerung eines Jordannullbogens. |

2.5.2 Nullinien auf einfach zusammenhingenden Lorentz—Flichen

Wie bereits im vorangehenden Abschnitt angedeutet, wurden Lorentz—Mannigfaltigkeiten vor allem als
Grundlage kosmologischer Modelle studiert. Dabei wurden mit Hilfe kausalitéitstheoretischer Method-
en eine Reihe wichtiger Eigenschaften von Nullinien auf einfach zusammenhé&ngenden Lorentz—Fléchen
bewiesen (siche z.B. [BeEhEa96], Abschnitt 3.4). faltigkeiten vor allem als Grundlage kosmologisch-
er Modelle studiert. Dabei wurden mit Hilfe kausalitéitstheoretischer Methoden eine Reihe wichtiger
Eigenschaften von Nullinien auf einfach zusammenhingenden Lorentz-Flichen bewiesen (siehe z.B.
[BeEhEa96], Abschnitt 3.4).

Wir untersuchen diese Eigenschaften mittels differentialtopologischer Techniken und greifen dabei ins-
besondere auf eine von H. Hamburger entwickelte Methode zuriick (siche [Ha24]), die von T. Weinstein

in [We96] benutzt wird.

2.5.6 DEFINITION. Ein Linienelement in p € S ist ein eindimensionaler Teilraum von T,S. Ein (in-
tegrables) Linienfeld V auf einer Umgebung U von p € S ist eine stetige Distribution auf U, d.h. eine
Familie {V(q)}4eu von Linienelementen V(q) in g, fiir die ein stetiges Vektorfeld V auf U so existiert,
daBl V(q) den Raum V(q) fiir alle ¢ € U aufspannt. Ein solches Vektorfeld nennt man auch darstel-
lendes Vektorfeld. Ist V ein integrables Linienfeld auf U\{p}, und hat jedes darstellende Vektorfeld V
in p eine Nullstelle, so heifit p Singularitit von V. Ist V auf einer Umgebung U von p definiert (d.h.
es kann durch ein nullstellenfreies Vektorfeld représentiert werden), so heifit V singularitéitsfrei in p.

Eine Kurve o : I — S liegt entlang dem Linienfeld V, falls o/(t) € V(«(t)) fiir alle t € I gilt.

2.5.7 Sei V ein Linienfeld, das auf einer in p € S punktierten offenen Menge W definiert ist. Sei

¢:[0,1] — S eine einfache, geschlossene Kurve derart, dafl
(i) V hochstens eine Singularitét in p € Int ¢ besitzt
(ii) V keine Singularitit auf ¢ besitzt.
(iii) cU Int c in einer zu R? diffeomorphen Kartenumgebung U mit Koordinaten y liegt.

Wir fixieren eine Riemannsche Metrik g auf S; da S orientiert ist, konnen wir daher von orientierten

Winkeln £(v,w) € [0, 27| zweier Vektoren v,w € T,,S fiir p € S sprechen. Fixiere einen Vektor v €
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V(c(0)); dieser induziert eine Richtung auf V(¢(0)) und bestimmt somit ein eindeutiges darstellendes
Vektorfeld V' auf ¢ mit V(¢) € V(c(t)), V(0) = v und g(V(¢),V(t)) = g(v,v). Auf U koénnen wir ein
Vektorfeld F' ohne Nullstelle definieren, z.B. durch F(p) := d(x ') y(p) (02, (x(p))). Wir definieren eine
stetige Funktion A, 4(F,V) : [0,1] — S* durch

(H) A g(F,V)(t) = exp(i(£(F(c(t)), V(t) = bo)),

wobei 6y = £(F(c(0)),V(0)). Bezeichne A (F,V) die Hebung von A.,(F,V) beziiglich der
Uberlagerung (R,p : t — €>™) mit
(4B) Az, (F,V)(0) = .

Dann ist A7 (F,V) eine stetige Funktion und es gilt

2.5.8 SATZ UND DEFINITION.
. " 1
]qF,g(p, V) = Ac,g(F" V>(1> € §Z

Beweis. DaV eindimensional und V normiert ist, kénnen lediglich zwei Fille auftreten: V(1) = V(0)
1, falls V(1) = V(0)

oder V(1) = =V(0). Es gilt: p(A7 ((F,V)(1)) = A y(F,V)(1) = .
—1, falls V(1) = =V (0)

Also ist A% (V) (1) e ¥ LB e rg(p) € 32, u
p

2.5.9 SATZ UND DEFINITION.
(i) j héingt nicht von der einfach geschlossenen Kurve ¢ ab.
(ii) j héngt nicht vom Vektorfeld F ab.

(iii) j héngt nicht von der Metrik ¢ ab.

Zusammenfassend gilt also:
jC,F,g(p7 V) = ](pv V)

Die so definierte Zahl aus %Z heifit Hopf-Index von V in p.
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2.5.10 BEMERKUNG. Wie [Ho83| (vgl. Bemerkung 1.7, S.111) und [Ha24] (vgl. Funote 12) bemerken,
ist der oben definierte Index eine Verallgemeinerung des Poincaré—Hopf-Index, wie er in der Dif-
ferentialtopologie (auch in hoheren Dimensionen) als Abbildungsgrad von normierten Vektorfeldern
betrachtet wird (siehe z.B. [GuPo74] S.132 ff. oder [Mi65], Kap.6). Der Hopf-Index j mift, verein-
facht gesagt, die Umdrehungen eines Linienfeldes anhand eines Représentanten. Da das Linienfeld die
Richtung vergifit, konnen auch halbzahlige Werte auftreten; falls aber j € Z, so fallen beide Indices
zusammen. Weiterhin gilt fiir den Hopf-Index die Formel von Euler—Poincaré-Hopf:
> (0, V) = x(5),
p Singularit&t von V

wobei V ein Richtungsfeld auf S mit endlich vielen Singularititen und x(S) die Eulersche Charakter-
istik von S ist (fiir einen Beweis dieser Behauptung siche z.B. Theorem 1.6, S.110 in [Ho83]).

Beweis von 2.5.9. Die Behauptung folgt aus der Diskretheit des Wertebereichs und der stetigen
Abhéngigkeit des Hopf-Index von ¢,F und g:

(i) Sei ¢1 eine weitere einfach geschlossene Kurve mit (i)—(iii) aus 2.5.7. Da U einfach zusam-
menhingend ist (U ist diffeomorph zu R? nach Voraussetzung), kann ¢ durch eine Homotopie H

stetig auf ¢; = H (1,.) transformiert werden. Der Ausdruck
A(s) = exp(2mi( L(F(H(s,1)), V(1)) — 00))

ist stetig, somit auch die Hebung A*, die nach 2.5.8 mit Werten in %Z ist. Da der Definitionsbereich
zusammenhingend ist, folgt A(s) = A(0) = j, d.h. Wegunabhéngigkeit.

(ii) Sei G ein weiteres nullstellenfreies Vektorfeld auf U. Es ist zu zeigen:
A7 J(FV) = AL (GV).
Es gilt (Additivitidt der Winkel)
L(Foc,V)(t)=4(Foc,Goc)(t)+ £(Goc,V)(t) fur alle ¢ € [0, 1].
Sei < G > das von G induzierte Linienfeld. Dann folgt:
Acg(FV) = A0 g(F, < G>)Ar4(G,V)

und damit
A7 J(FV) = A7 (F, <G >)+ A7, (G,V).
Man beachte, dafl
P(AZ (F,V)) = (AL 4 (F, < G >))p(AZ 4(G,V))
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und
ALG(EV)0) =" L(F(c(0)),V(0)) = £(F(c(0)),G(0)) + £(G(0), V(0))

=) AL (F,< G >)(0)+ Al (G, V)(0)

gilt, so dal die "Morphismuseigenschaft” der Hebungsoperation aus der Eindeutigkeit der Hebung
unter gleicher Anfangsbedingung folgt. Insbesondere gilt fiir die Differenz:

* * " 1
A7 J(FV) = A7 (G V)= AL (F,<G>) € §Z.

Aber durch Zusammenschrumpfen von ¢ auf einen Punkt kann A (F, < G >) beliebig klein gemacht
werden. Somit folgt A% (F,< G >) = 0 und daraus die Behauptung.

(iii) Sei g; eine weitere Riemannsche Metrik. Definiere eine Homotopie H durch

H(t,p) == (1 —t)g(p) +tg1(p) =: Hi(p),p € S.

Dann ist H; eine Riemannsche Metrik. Geméafl der Definition des orientierten Winkels héngt dieser
stetig von der gewihlten Metrik ab; da aber A7 (F,V) € %Z, schlieBen wir wie oben, dafl
Ar J(F)V) = AL (F)V) ist, [ |

¢, 91

2.5.11 KOROLLAR. Ist V ein singularitétsfreies Feld in p, so gilt j(p,V) = 0.
Beweis. Da V singularitéitsfrei ist, kann V auf einer zu R? diffeomorphen Umgebung von p definiert

werden. Somit folgt aus 2.5.9 j(p,V) = A7 (V,V) = 0. [

2.5.12 SATZ. Sei U eine Umgebung von p aus S. Sind V und W zwei transversale Linienfelder, d.h.

V(q) # W(q) fiir alle q aus U\{p}, so gilt: j(p,V) = j(p, V).
Beweis.  Seien V und W Darstellungen von V und W. Dann gilt fiir alle ¢:

L(F(c(1)), V(1) = L(F(c(1), W(1) + LW (1), V(1))
Einsetzen in die Definition (H) ergibt:
Acg(FV)(E) = A (F,W)(1) exp(i (L(W(2), V(1)) — £(W(0), V(0))

Daraus folgt
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wobei wir w := W (0) und v := V(0) gesetzt haben. Wegen 2.5.8 gilt, daB j(p, W)+ 5= [£(W (1), Z(1))—
4(w, z)] aus 17 ist und deswegen (*) ein ganzzahliges Vielfaches von 7 sein muf. Wir miissen zeigen,
daf} (x) = 0. Fiir W(1) bzw. Z(1) kénnen die folgenden vier Félle auftreten:
(i) W(1) = w und V(1) = v. Dann folgt: (*) = 0 und daraus die Behauptung.
(ii) W(1) = —w und V(1) = —v. Wegen £L(—w, —z) = £L(w, z) ist (x) = 0.
(iii) W (1) = —w und V(1) = v. Nach Voraussetzung gilt L(W (t), Z(t)) € (0,7) oder (m,2m) fiir alle
t (dies folgt aus der Tatsache, dafl beide Linienfelder in allen Punkten linear unabhéngig sind, sowie
den iiblichen Stetigkeitsargumenten). Nehmen wir z.B. ersteres an. Dann folgt aber

LAW(1),Z(1)) = L(—w,2z) =7+ L(w, z) € (7, 2m)

——
>0

— Widerspruch, d.h. (iii) kann nicht auftreten.
(iv) W (1) = w und V(1) = —v. Analog zu (iii). [ |

2.5.13 In Abschnitt 3.3 von [We96] wird nun eine Methode zur Berechnung des Hopf-Index be-
nutzt, die auf H. Hamburger zuriickgeht und hier kurz vorgestellt werden soll. Fiir Einzelheiten siehe
[Ha24]. H. Hamburger definiert einen weiteren Index, der die Berechnung des oben definierten Hopf—
Index gestattet: Sei U eine zu R? diffeomorphe Umgebung von p € S (d.h. U ist insbesondere einfach
zusammenhingend), z.B. S selbst, falls S einfach zusammenhéngend ist, und V und W zwei transver-
sale Linienfelder (d.h. linear unabhéngig in jedem Punkt). Dann gilt insbesondere j(p, V) = j(p, W).
Aufgrund der Transversalitét existiert dann eine endliche Anzahl von Bégen «; : [a;,b;] — S bzw.
Bj : [¢j,d;] — S entlang V und W, die einen stetigen, stiickweise glatten, einfachen, geschlossenen
Bogen T" in U bilden, der p einschlieit, d.h. p € Int T'. Alle Ecken pj von I' kénnen in ausspringende
Ecken (die glatten Fortsetzungen zweier in p; angrenzender Kurven liegen in Ext T') und einsprin-
gende Ecken (die glatten Fortsetzungen zweier in py angrenzender Kurven liegen in Int T') unterteilt
werden. Sei a := die Anzahl der ausspringenden Ecken, e := die Anzahl der einspringenden FEcken,
a bzw. e = 0, falls T' glatt ist. Wir nennen ein solches T' auch ein V,W—Polygon (beachte, daf} die
ein Polygon konstituierenden Teilbégen nur entlang eines Linienfeldes liegen kénnen). H.Hamburger
beweist nun die Unabhéngigkeit der Differenz r = a — e vom speziell gewéhlten V,)V-Polygon, und
definiert den Index 7, des Punktes p als eben diese Differenz; dabei untersucht er auch allgemeinere
Arten von Singularitéten als die oben betrachteten (s. Abschnitte 1-7 aus [Ha24]). Weiterhin gilt ein
Analogon der Poincaré—Hopf-Formel: Sind p1, ..., p; endlich viele Singularitéiten, so gilt: Xl: r; = x(9).

i=1
Betrachten wir nun Singularitdten im Sinne der Definition 2.5.6, so beweist Hamburger weiterhin, dafl
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1
rp gerade ist und die Beziehung > (1 — ) = y(S) gilt. Ein Vergleich mit der oben angefiihrten
i=1
Indexformel von Poincaré-Hopf ergibt dann:

(J) j(p,V)Zj(]LW):(l—%)

Mit Hilfe dieses Resultates wollen wir nun einige wichtige Eigenschaften von Nullinien beweisen.

2.5.14 SATz. Auf einer einfach zusammenhéngenden Lorentz—Fléche existieren keine geschlossenen
Nullkurven.

Beweis.  Angenommen, v wére eine geschlossene Nullkurve. Da S einfach zusammenhéngend ist,
ist S diffeomorph zu R? (2.2.10), d.h. wir kénnen S fiir U in 2.5.13 nehmen. Betrachten wir v als
X,Y—Polygon fiir ein beliebig fixiertes p € Int v, so ist j(p, X) = 1 geméB (J) (r, = 0), aber nach
2.5.11 ist j(p, X) = 0 — Widerspruch. |

2.5.15 KOROLLAR. Jede O-Linie vy auf einer einfach zusammenhéingenden Lorentz—Flédche ist eine
injektive Immersion.

Beweis. Gemif 2.5.5 ist v entweder injektiv oder die Uberlagerung eines geschlossenen Nullbogens;
letztere kann aber im Hinblick auf 2.5.14 nicht existieren. Da ~/(t) lichtartig fiir alle ¢ ist, ist 7 regulér,
und die Behauptung folgt. |

2.5.16 LEMMA. Sei (S, h) eine einfach zusammenhéngende Lorentz—Fléche, (U, x) eine zu h assoziierte
Rechteckkarte, v eine Nullkurve. Dann ist der Schnitt zwischen U und ~ entweder leer, oder eine
Nullkurve, die jede Nullkurve entgegengesetzten Typs maximalen Definitionsbereiches in U genau
einmal schneidet.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf} v eine X —Kurve ist. Angenommen, U N~ # (. Wir iden-
tifizieren im folgenden U mit x(U) = (a,b) x (¢,d). Sei p = (x,y) ein Punkt aus dem Durchschnitt.

Bezeichne v, die maximale Nullkurve in U, die p enthélt. Dann ist
MU= J Il
q€|vINU

Wir wihlen zwei Punkte p; = (2%, y1) = v(t1) und p2 = (z*,y2) = v(t2) aus |y|NU, wobei a < z* < b.
Sei 4 = Y|ty ,1,]- Wir behaupten, daf y; und yo so gewiihlt werden konnen, daf8 |y,| N [§] = 0 fiir alle
p = (z,y) mit y; < y < y2. Angenommen, dies wire nicht moglich. Dann miissen unendlich viele

solcher y existieren. Fixiere eine beliebige Riemannsche Metrik g auf U. Da 4/(t) = ~/(¢) fiir alle ¢t und
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4 kompakten Definitionsbereich hat, ist 4 von endlicher, positiver Linge (wobei wie iiblich die Linge
durch L(%) := tfz\/ g:(3(t),4(t))dt definiert ist), genau wie jedes Teilstiick ~p. Da aber 4 unendlich
viele Teilstﬁcket(lier Form +, enthalten muf}, kann die Lénge von 4 nicht endlich sein — Widerspruch.
Somit erhalten wir ein X, Y—Polygon I, dafl aus 4 und der Y-Nullkurve x = z* gebildet wird. Somit
hat T aber maximal zwei Ecken, d.h. r # 4, also j(p, X') # 0 fiir alle p € Int T’ — Widerspruch. Also
ist |[y|NU = || fiir ein p € |y| N U, und die Behauptung folgt. [ |

2.5.17 SATZ. Sei (S,h) eine einfach zusammenhéngende Lorentz—Flédche. Dann schneiden sich zwei
verschiedene Nulllinien in héchstens einem Punkt.

Beweis.  Seien «y; und 7, zwei verschiedene Nullinien. Angenommen, ihr Schnitt ist nicht leer. Dann
miissen nach 2.5.4 v, und 7, unterschiedlichen Typs sein. Nach 2.5.16 liegen die Schnittpunkte isoliert,
so dafl t; und ty derart existieren, daB fiir ¢ € (¢1,¢2) 1 nicht 7o schneidet. Wir kénnen dann einen
geschlossenen Bogen I' bilden, indem wir «; zwischen 7 (¢1) und ~2(t2) folgen und 75 von 75 (t2) nach
~1(t1) zuriickgehen. Dann hat T zwei Ecken, und wir erhalten einen Widerspruch mit dem gleichen

Argument wie in 2.5.14. |

2.5.18 SATZ. Sei (S,h) eine einfach zusammenhéngende Lorentz—Flédche, und v : I — S eine
Nullinie. Dann ist (I,~y) eine Untermannigfaltigkeit.

Beweis.  Wir miissen zeigen, dafl v eine Einbettung ist; im Hinblick auf 2.5.15 geniigt es zu zeigen,
daBl v eigentlich ist, d.h. ist K eine kompakte Teilmenge von S, so ist jyl(K ) beschrinkt (und damit
kompakt) in I. Sei also K kompakt mit |y| N K # 0 (sonst ist die Behauptung klar). Wir miissen
zeigen, daf ein echtes Unterintervall (¢,d) € I = (a,b) mit y(t) ¢ K fiir alle ¢ ¢ (c,d) existiert.
Angenommen, dies kann fiir kein ¢,d € [ erfiillt werden. Dann wiirde aber eine Folge vom Typ
ty — b~ oder t;, — a™ existieren, so dafl y(t;) € K gegen ein q € K konvergierte. Sei U eine zu
h assoziierte Rechteckkartenumgebung von ¢. Dann wére aber geméafl 2.5.17 die durch ¢ verlaufende

Nullinie gleichen Types in « enthalten, im Widerspruch zur Maximalitidt von . |
2.5.19 SATZ. Sei (S, h) eine einfach zusammenhéngende Lorentz—Fldche. Dann kann ein zeitartiger
Bogen auf S nicht geschlossen sein.

Wir beweisen zuerst das
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2.5.20 LEMMA. Sei (S,h,Ty) eine zeitorientierte Lorentz—Fléiche und v : [a,b] — S eine injektive,
zeitartige und zukunftsgerichtete Kurve. Dann kann +'(t) zu einer Zeitorientierung auf S fortgesetzt
werden.

Beweis. Da ~ lokal eine Einbettung ist, kann /(¢) lokal um jeden Punkt zu einem Vektorfeld fortge-
setzt werden (dies folgt z.B. aus dem Satz iiber lokale Immersionen), welches aus Stetigkeitsgriinden
zeitartig und zukunftsgerichtet ist, falls die Umgebung um ~(¢) nur klein genug gewihlt wird. Da |v|
kompakt ist, finden wir endlich viele Punkte ¢1, ..., t, und Umgebungen U, von ~(t;), i = 1,...,n, auf
denen zeitartige zukunftsgerichtete Vektorfelder T; mit T;(v(¢t)) = ~/(t) fiir v(¢) € U; existieren. Weil
v injektiv ist, gilt fiir

YO EUNU; :Ti(v(t) =7 ) =T; (v () (x).

Setze U := |J U;. Sei K eine kompakte Teilmenge von S mit |y| C K C U. Wille eine der Familie
i=1

{K*¢,Uy,...,U,} untergeordnete Zerlegung der Eins {¢y, ..., n }, wobei supp ¢o C K¢ und supp ¢; C U;

fiir ¢ = 1,...,n. Definiere ein glattes Vektorfeld durch

T:=gTo+ Y @il

i=1
Dann ist

(T, T) = @3h(To, To) + 200 Y _ h(To, Ti) + Y pitpsh(T3, Tj) <0,

i=1 i,j=1
denn h(T;,T;) < 0, weil T; zeitdquivalent zu Tj auf dem gemeinsamen Definitionsbereich ist und nicht
alle ¢; = 0 sind. Auflerdem ist

n

WT, Tp) = eoh(Th, To) + Y _ @ih(T;, To) <0,

d.h. T ist zeitdquivalent zu Tg. SchliefSlich gilt
(1) = gV + D i ENT(E) E Y- () () = 7 (),

——
=0

woraus die Behauptrung folgt. |

Beweis von Satz 2.5.19. Angenommen, « : [a,b] — S wire ein geschlossener, zeitartiger Bogen.
Dann existierten ¢, d mit a < ¢ < d < bso, daf a(c) = a(d) und o q) injektiv ist. Sei tg € (¢, d), und
setze p := a(tp). Da o/ (tg) zeitartig ist, sind beide Nullrdume transversal zu o’ (tg) in p. Da a U Int «
kompakt ist, folgt aus 2.5.18, dafl die X —Nullinie { (eventuell entgegen der natiirlichen Orientierung

parametrisiert) durch p in Int & eintritt und ein erster Punkt ¢ = a(t1) (t1 € (¢, d)) nach p existiert,
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an dem [ |a| wieder schneidet. Sei & := ap, 4,1 Nach Lemma 2.5.20 existiert ein glattes, zeitartiges
Vektorfeld T auf S mit T(&(t)) = & (t). Wir erhalten ein 7', X —Polygon, und wie oben folgert man

einen Widerspruch. [ |

2.5.21 SATZ. Sei (S,h) eine einfach zusammenhéingende Lorentz—Fliche. Sei v eine Nullinie und «
eine zeitartige Kurve. Dann schneiden sich o und v hochstens einmal.

Beweis.  Angenommen, « und v schneiden sich in mindestens zwei Punkten. Da die Schnittpunkte
isoliert liegen miissen (denn a und 7 haben nicht denselben kausalen Charakter), kénnen wir ¢; und

to so finden, dafl ’a(hh)’ N~ = (. Das gleiche Argument wie in 2.5.17 erhilt die Behauptung. |

2.5.3 Nullinien auf kompakten Lorentz—Fléchen

In diesem Abschnitt wenden wir vor allem Methoden aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgle-
ichungen und dynamischer Systeme an, wie sie von Poincaré, Bendixson und Denjoy entwickelt wurden.
Interessanterweise untersuchten Poincaré und Bendixson topologische Indices von Singularititen im
Zusammenhang mit Kurvenscharen auf Flichen, die durch gewoéhnliche Differentialgleichungen er-
ster Ordnung definiert waren (vgl. die Anmerkung Hamburgers Abschnitt 6, I.Teil in [Ha24] bzw. die

Originalarbeiten [Po81-86] von Poincaré).

Alle in diesem Abschnitt betrachteten Fliisse seien auf ganz R definiert.

2.5.22 DEFINITION. Sei Z ein glattes Vektorfeld auf S mit FluB ;. Fiir ein x € S soll C (z) die
Bahn von = bezeichnen, d.h. C (z) = {¢; (z) | t € R}. Weiterhin sei CF (z) = {¢; (z) |t € Ry}. Ist
C(z) = {z}, so nennen wir z stationir. o, € S ist ein w—Punkt von CT (z), falls eine Folge
0 <t <ty <..mitt, — oo und ¢, (r) — T existiert. Die Menge aller w—Punkte von C* (x)
bezeichnen wir mit 2 (z) (nach Kapitel VII Aufgabe 11.3 in [Hm82] ist sie abgeschlossen und, falls
C‘*‘i(sc) kompakt ist, sogar zusammenhéngend). Entsprechend kann man a—Punkte fiir streng monoton
fallende Folgen t,, \, infty (d.h. 0 >t; >ty > ... und t,, — —oo) definieren, deren Menge wir mit
A (x) bezeichnen.

Fine Teilmenge N C S heifit invariant unter ¢, falls ¢; (N) = N fiir alle t € R gilt. Dann nennt man
N minimal genau dann, wenn (i) N eine abgeschlossene, invariante Menge ist und (ii) N keine echte,
abgeschlossene, invariante Teilmenge enthélt. Jede nichtleere, kompakte und invariante Menge enthélt

eine nichtleere minimale Menge (Lemma 12.2 aus Kapitel VII in [Hm82]).
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2.5.23 SATZ (A.J.Schwartz). Sei M? eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit und o; ein Fluf3. Sei N

eine nichtleere, kompakte, minimale Menge (beziiglich ;). Dann ist N entweder
e cin stationdrer Punkt xo € M?
e cine geschlossene, periodische Bahn homémorph zu S' oder
e M? selbst.

Beweis.  Siehe [Hm82], Kap. VII, Theorem 12.1. |

2.5.24 BEMERKUNG. (vgl. [Hm82], S.185) Im Fall (iii) ist M? = N kompakt und der Fluf hat keine
stationdren Punkte bzw. das den Fluf definierende Vektorfeld keine Nullstelle. Somit folgt x (M?) = 0,
d.h. M? ist vom Genus 1 (Indexformel von Euler-Poincaré) und daher homéomorph zu einem Torus
oder einer Kleinschen Flasche. Man kann weiterhin zeigen, daf3 auf einer Kleinschen Flasche ein Flufl
ohne stationédre Punkte notwendiger Weise eine periodische Bahn aufweisen muf, und daher N doch

nicht minimal wire. Also ist M? im Fall (iii) ein Torus.

2.5.25 SATZ (Poincaré-Bendixson). Sei M? eine zweidimensionale, orientierte Mannigfaltigkeit, oy
ein FluB und o € M?. Angenommen, Q (zq) # M? ist eine nichtleere, kompakte Menge ohne sta-
tionédre Punkte. Dann ist Q2 (x¢) eine Jordankurve und C" () strebt asymptotisch gegen €2 (zo), d.h.
fiir jedes x € € (xo) existiert eine zu € (x) transversale Kurve durch x und die Schnittpunkte von
C™ (x) mit der transversalen Kurve streben monoton gegen x.

Beweis.  Siehe [Hm82], Kap.VII, Theorem 12.2. |

Wir betrachten nun eine kompakte, zeitorientierbare Lorentz—Fldche (S, [h]). Dann existieren zwei
globale, lichtartige und linear unabhiingige Vektorfelder X und Y, die die durch [h] erzeugten
C®°—Distributionen X und Y aufspannen. S identifizieren wir gemif 2.2.10 mit R?/T (a,b). Ins-

besondere haben wir dann globale Koordinaten (x1,xs), beziiglich denen wir
X = Xlaml + Xgamg und Y = Ylﬁm + }6612

fir X1,X5,Y1,Ys € C(S) schreiben kénnen. Da nach Definition X und Y keine Nullstellen
aufweisen, gilt X7 + X3 # 0 bzw. Y2 + Y$ # 0, und es existieren fiir die entsprechenden Fliisse
keine stationdren Punkte. Weiterhin ist jede minimale Menge kompakt. Also folgt aus den vorange-

henden Theoremen das

53



2.5.26 KOROLLAR. Sei (S,[h]) eine kompakte, zeitorientierbare Lorentz—Flédche. Dann ist eine
Nullinie entweder (i) dicht oder (ii) eine geschlossene Kurve, die nicht homotop zu einem Punkt
ist, oder (iii) Asymptote einer geschlossenen Nullkurve gleichen Typs.

Beweis. Seip € S und betrachten wir 0.B.d.A. die X —Linie durch p; die Argumentation fiir Y —Linien
verlduft analog. Dann ist  (p) eine kompakte Menge ohne stationire Punkte. Ist Q (p) = S, so ist
die X —Linie durch p dicht in S. Ist © (p) nichtleer und echt in S enthalten, dann definiert € (p) eine
Jordankurve I'" und die X —Linie durch p strebt asymptotisch gegen I' im Sinne von Theorem 2.5.25.
Sei ¢ € Q (p). Dann ist:

IT'| = |X — Kurve, die durch ¢ geht|.

Falls dies nicht gélte, so wére die durch ¢ verlaufende X —Kurve transversal zu I', und wiirde daher
die an I' asymptotisch verlaufenden X —Linien schneiden — Widerspruch.

Es bleibt der Fall Q (p) = 0. Dann ist C (p) = C (p) eine minimale Menge, und ist daher nach den
Theoremen 2.5.23 und 2.5.5 eine geschlossene Nullkurve. Wire diese homotop zu einem Punkt, so

erhielten wir analog zu 2.5.14 einen Widerspruch. |

Wie kann man nun diese drei Fille unterscheiden? Wir machen dazu folgende

ANNAHME. X7 bzw. Y7 sind stets ungleich 0 (und 0.B.d.A. strikt grofier 0). Dies gilt z.B., falls 9,,

niemals lichtartig ist.

Um die Notation zu vereinfachen, behandeln wir nur die X —Linien. Alle Aussagen gelten mutatis
mutandis auch fiir Y—Linien. Um den Fluf} durch einen gegebenen Punkt & = (£;,&2) zu berechnen,

miissen wir die gewohnliche Differentialgleichung

i) = Xi(z(t),y(0), z(0) =&

Xo(x(1),y (1), y(0) =&

<.

—
[

S—
Il

16sen. Aufgrund unserer Annahme sind die durch diese Differentialgleichung definierten Bahnen diesel-

ben wie die durch die Gleichung

d, _ Xa(z,y)
(P) 1Y = Koy

gegebenen (vgl. auch [Hm82] S.196 oder [HI68], S.64 ff.): Ist 2’ # 0, so kénnen wir lokal nach ¢ = t(z)

auflosen und erhalten y(z) = y(¢(x)). Anwenden der Kettenregel ergibt y'(z) = ¢/ (£)t'(z) = zigg Die

durch (P) definierten Bahnkurven sind — fiir beliebige Anfangsbedingungen— auf ganz R definiert,
da X7 und X, beschrinkt sind. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, daf§ sie die Kurve A = {z; =0}
schneiden (vgl. [Hm82], S.196 ff., insbesondere Lemma VII.14.1 und Bedingung (Hs), oder [HI68],
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S.66). Sei nun £ € AN S. Wir betrachten die eindeutige Losung v (u, &) von (P) zum Anfangswert
v(0) =&

2.5.27 DEFINITION UND THEOREM. Die Zahl

(w6
= lim ——=
P

existiert und ist unabhingig von . p wird Rotationszahl genannt (fiir eine Diskussion dieses Namens

siehe z.B. [Ar88] S.104, ff. oder [Hm82|, Theorem 13.3).

Beweis.  Siehe z.B. [HI68] Abschnitt IT.2, Theorem 2.1 oder [Ar88], S.104 ff. |
Dann gilt:

2.5.28 THEOREM.
(i) Ist p € Q, so existiert mindestens eine geschlossene X — Linie und jede nicht geschlossene X — Linie

ist eine Asymptote einer geschlossenen X —Linie im Sinne von Theorem 2.5.25.

(ii) Ist p ¢ Q, so ist S eine minimale Menge und jede Halbbahn C'* (z) liegt dicht in S.
Beweis.  Siehe [H168], Abschnitt I1.2 Theoreme 2.2 und 2.3, sowie die Bemerkung S.73, [De32], oder
[Hm82], Kapitel VII Theoreme 14.1 und 14.2. [ |

2.6 Orthoforme und parakomplexe Strukturen

Wir wollen nun untersuchen, wie man die durch 29 bzw. 2, induzierten Ubergangsfunktionen ana-

lytisch charakterisieren kann.

2.6.1 SATZ. Sei L = (S, h) eine Lorentz—Fléiche. Seien (U, x = (z,y)) und (V,n = (s,t)) zwei Karten
aus Ay, mit UNV # (. Dann erfiillt die Ubergangsfunktion nox~': x (UNV) — n(UNYV) folgendes
Gleichungssystem:

Oz (nox )1 = uy(nox™)a (PCR)

Oz (Mo X1 = zy (o x™1)2
(wobei (nox~1); die i—te Komponente von nox~! und (z1,x2) das Standardkoordinatensystem des
R? ist).

Bewetis.  Wegen

%S =0y, (sox ) =08, (nox"
9

(und analog fiur 8%57 5t und a%t) koénnen wir (PCR) wie folgt umschreiben:
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04— 0
(PCR) oe% = 3yt
04— 04
oy ox
Fiir die Differentiale gilt:
(1) ds = %sdm + a%sdy und dt = td:zc + 3 tdy

Auf U NV 1aBt sich h in Koordinaten

h

B (=ds® + dt?) © B(—[(Zs)? — (&1)%]da?

+2[—a%says + 212 Stdzdy + [(ag )2 — (B%S)Q]dyz)

C’(—dm +dy )

schreiben. Wegen B,C > 0 gilt auf U NV

® ) - @0 =5=(51) - (%)
und
(3) D505 91 04=0

oz~ Oy oz~ dy

Wir schreiben (3) als Determinantengleichung;:

o o
s =t
det [ 97 oy =0

w

=1
Also sind die Vektoren 9y

und linear abhéngig, d.h. wir erhalten

@S

gl §lo
~+

0 o o)
%S = faiyt
6 —

~t= fay

fiir ein f € C°(U NV), f # 0. Da wir nur orientierte Karten betrachten, ist

(4)

9 12}

_ 925 By 0 0 @2 , C
det Dipox V) =det | 7% 2° | @ g Dp2_ (L gn@, &
(nox~) b ) - e s

und daher gilt f > 0. Aus (2) folgt nun mit (4) insbesondere, dafl

o, 1.0
o)~ G

3y f?

und somit



ist. Fiir f(p) # 1 folgt 8%15 (p) = %t (p) = 0 und wegen (4) auch %s (p) = %s (p) = 0. Also gilt in
diesem Fall (PCR). Fiir f(p) =1 gilt (PCR) wegen (4) ohnehin, woraus die Behauptung folgt. W

2.6.2 KOROLLAR. Auf jeder Lorentz Fliche L existiert eine Uberdeckung aus Karten {(Ug,Xa)},
deren induzierte Ubergangsfunktionen (PCR) erfiillen und die maximal beziiglich dieser Eigenschaft

ist.

Bevor wir uns der Untersuchung nach moglichen Abhéngigkeiten zwischen A und dem in 2.6.1 ausgeze-
ichneten Atlas widmen, wollen wir uns der oben formulierten Frage zuwenden, welcher Differentiations-
begriff sich hinter (PCR) verbirgt. Die formale Ahnlichkeit mit den Cauchy-Riemann-Gleichungen,
die in der Differentiationstheorie iiber der Clifford-Algebra (R?, —e; ® e + €2 ® e2) ~ C auftreten,
148t bereits vermuten, daf sich die Gleichungen (PCR) ebenfalls aus dem Differentiationsbegriff einer

gewissen Clifford—Algebra ergeben.

2.6.3 DEFINITION. Die dem Paar (RQ, e1®e1+ea®eq) zugeordnete Clifford—Algebra L heifit Lorentz—
Algebra.

2.6.4 BEMERKUNG. Analog zu den komplexen Zahlen kann man L mit der Algebra

{u +7v|u,v € R2} identifizieren, wobei 72 = 1 gilt, d.h. wir haben folgende Verkniipfungsregeln:

(w1 +7v1) + (U2 +7V2) = (w1 +u2) + 7(v1 + v2)

(ug +7v1) - (ug +7v2) = (uguz + v1v2) + 7(U1v2 + ugv7)

L ist also eine assoziative, kommutative Algebra mit Eins iiber R. Aber L ist kein Korper: In der Tat
istzB. fir 0 £u € R u+7uund u—7u # 0, aber (u+7u)- (u—7u) = 0, d.h. L ist nicht nullteilerfrei.
Mit K bezeichnen wir die Menge der Nullteiler in L. I hat — als 2-dimensionaler reeller Vektorraum
— eine natiirliche Topolgie. Dies erlaubt folgenden Differentiationsbegriff (vel. auch [Kd97] Abschnitte
2.1-2.3 und die dort zitierten Quellen):

2.6.5 DEFINITION. Sei ) C R? offen, zy € Q und f : Q — L eine Abbildung. f heifit parakomplex

differenzierbar in zq, falls der Grenzwert

) = fG0)
0 Z— 20
z—zo €L\ K
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existiert. In diesem Fall nennt man diesen Limes die parakomplexe Ableitung von f in zy und schreibt
f'(20). [ heifit parakomplex differenzierbar auf ), falls f parakomplex differenzierbar in jedem Punkt
aus ) ist. f heiBt n—fach parakomplex differenzierbar, wenn es Funktionen f®) : Q — 1L, i=0,...n
mit f© = f und f = (f(i_l))/ fiiri = 0,...,n — 1 gibt. Ist f fiir alle n € N n—fach parakomplex

differenzierbar, so heif3t f unendlich oft parakomplex differenzierbar.

Man kann — analog zur komplexen Differentiationstheorie — parakomplexe Funktionen als differen-
zierbare Funktion iiber R? auffassen, deren Differentiale L— linear sind. Dann erhalten wir die zu den

Cauchy—Riemann—Gleichungen analoge Charakterisierung der parakomplexen Differenzierbarkeit:

2.6.6 SATZ. Sei f:Q — L eine durch
flay + 122) = a(zy, 22) + 7b(21, 22)

gegebene Abbildung , wobei a,b C* (im reellen Sinne) sind. Dann ist f parakomplex differenzierbar

genau dann, wenn

Oz, 0 = Oy, b
O0z,a = Oy, b

(PCR)

gilt.

2.6.7 BEMERKUNG. Im Gegensatz zum komplexen Fall impliziert Parakomplexitét keinerlei Regu-
laritidtseigenschaften, und es existieren parakomplexe Abbildungen jeder Stufe (vgl. Bemerkung vor
Theorem 1 in [Kd97]). Ist allerdings f wie oben durch f = a + 7b mit a,b € C7 () gegeben, so ist f
j—fach parakomplex differenzierbar. Dies sieht man wie folgt ein: Fa$t man f als reelle Funktion mit

Komponenten a und b auf, so gilt fiir das Differential in z € Q:
sz =
Als R—lineare Abbildung interpretiert, ist

Df. (u + TU) = ((awla)z U+ (ama)z U) + ((awlb)zu+ (aﬂvzb)z ’U) T.

Unter Ausnutzung der parakomplexen Cauchy—Riemann—Gleichungen koénnen wir also Df, als

L—lineare Abbildung, d.h. als Multiplikation mit (0, a), + (95,b), T auffassen, d.h.
f'(2) = (8p,0a), + (0,b), 7: L — L.
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Sind dann @ und b mindestens C?, so folgt aus dem Satz von Schwarz und (PCR), daf f’ parakomplex

differenzierbar ist. Insbesondere folgt:

2.6.8 KOROLLAR. Sind die Koeffizienten in Theorem 2.6.6 glatt und erfiillen sie (PCR), so ist f

unendlich oft parakomplex differenzierbar.

2.6.9 BEISPIEL.
Sind x und 7 zwei isothermale Koordinatensysteme einer Lorentz—Fliche, so sind die
Ubergangsfunktionen gemiB dem Kriterium aus 2.6.6 parakomplex. Damit haben wir faktisch fol-

genden Satz bewiesen:

2.6.10 SATZ UND DEFINITION. Jede Lorentz Fliche besitzt eine offene Uberdeckung aus Karten
{(Uy,Xv)}vea mit Diffeomorphismen x, : U, — R2, deren induzierte Ubergangsfunktionen un-
endlich oft parakomplex differenzierbar sind. Die Familie A = {(U,,xv)}vea heifit parakomplexe
Struktur auf S. Jede solche Struktur zeichnet einen orientierten, parakomplezen Atlas aus (d.h. die

Ubergangsfunktionen sind parakomplex mit positiver Jacobi-Determinante ).

Wir untersuchen nun die Ubergangsfunktionen, die sich aus der Existenz von isotropen Koordinaten

ergeben:

2.6.11 DEFINITION. Sei U eine offene Teilmenge von E?!, versehen mit den isotropen Standard-
koordinaten (x,y). Eine Funktion f : U — E2?! heifit C’/—orthoform oder C7—netzerhaltend fiir
j=1,2,...;00 genau dann, wenn fiir alle p € U eine Rechteckumgebung R = (a,b) X (¢,d) in U und

zwei Funktionen « : (a,b) — R und 3 : (¢,d) — R aus C7 derart existieren, da83

fir(z,y) = (a(z), B(y))
und
det (Dfig) =a/8 #0

ist (sog. ”Determinantenbedingung”). Ist die Jacobi-Determinante positiv, so heifit f positiv ortho-
form. Wir nennen « und [ auch die lokale Darstellung von f. Im folgenden verstehen wir unter

orthoform stets C'°°—orthoform.
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2.6.12 BEMERKUNG. Jede C7—orthoforme Funktion ist ein lokaler CY—Diffeomorphismus (j =
1,2, ...;00) auf ihr Bild, wobei f injektiv auf dem maximalen Definitionsbereich der lokalen Darstellung

ist.

2.6.13 SATZ. Sei j = 1,2,...;00. Dann ist f : U — E?! CJ—orthoform genau dann, wenn f jede
CJ —Parametrisierung einer X— bzw. Y —Kurve in U (aufgefaBt als Minkowski-Fliche) auf eine
C9—Parametrisierung einer X— bzw. Y —Kurve in E*! abbildet (dies motiviert die Bezeichnung
“orthoform” bzw. ”netzerhaltend”).

Beweis. =) Sei (l,y) : I — U, t — (I(t),y) eine C7—Parametrisierung einer X —Kurve (die
Argumentation fiir Y—Kurven verlduft analog). Dann ist f(l,y) : I — U, t — f(I(t),y) lokal
injektiv, CV und regulir, da f und (I,t) es sind. Weil I zusammenhingend ist, geniigt es zu zeigen,
daf8 pro o f(l,y) lokal konstant ist; dann parametrisiert f(l,y) eine X —Kurve. Nach Voraussetzung
koénnen wir aber lokal f(z,y) = (a(z), 5(y)) schreiben, d.h.

prz2o f(l,y)(t) = pra(aol(t), B(y)) = B(y) = const.

<) Seip = (z0,y0) € U und R = (a,b) x (¢,d) C U eine Rechteckumgebung von p. Dann sind (-, y) :
I:=(a,b) > U, x — (z,y0) und (zg,-) : J := (¢,d) — U, y — (z9,y) (C*°—)Parametrisierungen
einer X— bzw. Y—Kurve, die nach Voraussetzung auf C7—Parametrisierungen eines X— bzw.

Y —Kurve abgebildet werden, d.h. wir haben

f(@,90) = (a(z), const (yo)) und f(zo,y) = (const (xo) , B(y))

Da (a(z),const (yo)) und (const (zg), 3(y)) C?—Parametrisierungen sind, definieren o : I — R und

B3 :J — R zwei Funktionen der Klasse C7, deren Ableitungen ungleich null sind. Wir behaupten:
Auf R gilt: f(z,y) = (a(z), B(y))-
Sei dazu (z,y) € R. Dann liegen f(z,y) und f(xo,y) auf der gleichen X —Linie, also muf}
prao f(z,y) = prao f(zo,y) = B(y)
gelten. Genauso liegen f(z,y) und f(z,yo) auf der gleichen Y —Linie, also ist
prio f(z,y) =prio f(z,y0) = ().

Bs folgt f(z,y) = (a(x), B(y)). "
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2.6.14 BEMERKUNG. Aus dem Beweis von 2.6.13 erhalten wir sogar etwas mehr als wir behauptet
haben: Jede orthoforme Funktion beliebiger Stufe besitzt auf jedem in ihrem Definitionsbereich
einbeschriebenem Rechteck eine lokale Darstellung gemifl 2.6.11 und ist dort insbesondere injektiv
(man vergleiche dies mit der Entwickelbarkeit holomorpher Funktionen in Potenzreihen auf den im
Definitionsbereich maximal einbeschriebenen Kreisscheiben). Dies 1ifit sich leicht verschérfen, wobei

wir die durch die Netzerhaltung bewirkte ”Starrheit” orthoformer Funktionen benutzen:

2.6.15 DEFINITION UND BEMERKUNG. Sei L eine Lorentz—Fliche und vy eine Nullkurve in L. Dann

nennen wir die Menge

span(y) = U )
6 Nullinie in L entge-
gengesetzten Typs,5Ny#£D

den Spann von v in L. Dabei ist span(y) fir jede Nullkurve v offen.

2.6.16 KOROLLAR 1. Sei 7y eine Nullkurve in U C E?! und f orthoform. Dann ist f auf spang (7)
injektiv.

Beweis. Um die Notation zu fixieren, wollen wir v 0.B.d.A. als X—Kurve annehmen (der Beweis
verlduft analog fiir Y—Kurven). Seien pg = (x0,%0) € 0o und p1 = (x1,y1) € 61 zwei Punkte aus

spany () mit
(%) f(zo,90) = f(z1,01).

Dann gilt 6Ny = {(x0, 2)} und §; Ny = {(z1, )} fiir ein spezielles z. Also liegen f (x¢, z) und f (z1, 2)
entlang derselben X —Kurve f (). Weiterhin werden die Y —Linien dy und §; wegen (x) auf dieselbe
Y —Kurve § abgebildet. Somit folgt

{f(zo,2)}, {f(z1,2)} € f ()N,

und daher f(zg,z) = f(x1,2), weil f(v) und § nur einen Schnittpunkt haben kénnen. Sei dann
(wo,2) = 7(to) und (21,2) = (1) mit 0.B.d.A. tg < t; und ¥ := vj,,¢,)- Dann ist || kompakt in
U und kann durch ein Rechteck R C U eingeschlossen werden. Aber gem&fl Bemerkung 2.6.14 ist f
injektiv auf R, und somit erhalten wir (zg, 2) = (x1, 2) und insbesondere z¢ = 1. Also liegen pg und
p1 entlang derselben Y —Linie in U und wir kénnen ein zweites Rechteck um pg und p; konstruieren.

Es folgt pg = p1 und damit die Behauptung. |
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2.6.17 KOROLLAR 2. Ist f C7—orthoform, so werden Rechtecke auf Rechtecke abgebildet.
Beweis. Sei R := (a,b) X (¢, d) ein Rechteck in U. Da f (z,y) = (a(z), 5 (y)) fir (z,y) € R gilt und
a und S streng monoton sind, ist « ((a,b)) x B ((¢,d)) offensichtlich wieder ein Rechteck. |

2.6.18 KOROLLAR 3.
(i) Die Hintereinanderausfiihrung zweier CJ—orthoformer Abbildungen ist wieder orthoform.
(ii) Ist ein C?— Diffeomorphismus f C7—orthoform, so auch f=1.

Beweis. (i) C7—Parametrisierungen von X — bzw. Y —Linien werden sukzessive wieder auf solche
abgebildet.
(ii) Da f bijektiv und f=! €7 ist, bildet f~! natiirlich wieder C7—Parametrisierungen von X — bzw.

Y —Kurven auf ebensolche ab. [ |

2.6.19 SATZ. Sei f : U — R? eine positive, (glatte) orthoforme Abbildung und F die in 2.3.2 definierte
Abbildung. Dann ist g :== F~to foF : F~Y(U) — R? eine unendlich oft parakomplex differenzierbare
Abbildung mit positiver Jacobi-Determinante (wobei wir R? kanonisch mit L identifiziert haben).
Ist umgekehrt g : U — R? eine unendlich oft parakomplex differenzierbare Abbildung mit positiver
Jacobi-Determinante, so ist f := Fogo F~1: F(U) — R? positiv orthoform.

Beweis. Lokal gilt f(z,y) = (a(x), 8(y)). Nach 2.3.2 (i) ist dann

F~lo foF(uv) = %(a(u +0) = Blu—v), alu+v) + Blu— ).
Wir itberpriifen (PCR):
B(F o foF) = S(o+F)=(F o foR),
H(FofoF) = %(O/ —B) = 0(F o foF)

Also ist g := F~' o f o F wegen der Glattheit der Komponenten unendlich oft parakomplex differen-

zierbar. Auflerdem gilt
det(Dg) = det(D(F~' o f o F)) = det(Df) > 0.
Sei umgekehrt g eine parakomplexe Funktion wie in der Behauptung.

FogoFﬁl(x,y) =

r—y y+zx Y+ r—y y+zx
)_gl( ) ) 2 ))

rT—y y+x Tr—y
2 ) 2 ( ),92( )

(gl( 9 2 2 2

) + g2
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Wegen der Parakomplexitédt von g erhalten wir

rT—y y+x r—y y+<x 1

Ol (= "5 ) (57 "5 = (=001 + 0ay01 — 00y 92 + O2,92) =0
T — +x T — +x 1

Oulga ("5 5~ (5 T = 5092+ Duygr — a2 — Deag2) = 0.

Somit sind die Komponenten f; und f; von f := Fogo F~!

auf jeder Zusammenhangskomponente
jeweils nur von x oder nur von y abhéngig (). Sei nun p € F(U), und R = (a,b) x (¢,d) C F(U) ein
Rechteck, welches p enthélt. Setze I := (a,b) und J := (¢, d). Sei (zo,y0) € I x J. Definiere v : I — R

durch

. T—=Y Yo+ T—Y Y+
afz) = gi( 5 ' 9 ) + ga( 5 ' 9 )
und
_ To—y yt+tTo, To—Y Y+ To
Bly) = g(—— ")~ ~—F)
Dann ist
. rT—y y+zo rT—Yy y+zx Ty ytor, o rT—y y+zx
f\R(xvy) - (91( 9 9 )+92( 9 ' 9 )592( 9 ' 9 ) gl( 9 9 ))
©) T—Y Yotz T—Y% Yyt To—y Yy+To, To—Y Y+ITo
- (gl( 2 ) 92 )+g2( 92 ) 2 )792( 9 ’ ) ) gl( 2 ) 9 ))

(a(z), B(y))-

Wegen
det(Df) = det(D(F o go F~ 1)) = det(g) > 0

und der Glattheit der Komponenten ist f positiv orthoform. |

2.6.20 KOROLLAR 1. Sind x und n zwei isotrope Koordinatensysteme, so sind die induzierten
Ubergangsfunktionen orthoform mit positiver Jacobi-Determinante.
Beweis. Nach 2.3.11 sind F~! o y und F~! o ) isothermale Koordinatensysteme und somit ist nach
2.6.19

F! oXO(F_l 077)_1 =F! oxon_l oF

1

parakomplex. Da die Jacobi—Determinante von y o n~* echt gréfer null aufgrund der Orientiertheit

sein muf}, folgt aus 2.6.19, dafl
FoF loyonloFoF l'=yon!

orthoform ist. [
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2.6.21 KOROLLAR 2 UND DEFINITION. Jede Lorentz—Fldche besitzt eine offene Uberdeckung {U,}rea
mit Diffeomorphismen x, : U, — R2?, deren induzierte Ubergangsfunktionen orthoform sind. Die
Familie ® = {(U,, xv)}vea heifit orthoforme Struktur auf S. Jede solche Struktur zeichnet einen
orientierten, orthoformen Atlas aus (d.h. die Ubergangsfunktionen sind orthoform mit positiver
Jacobi—-Determinante). Sind die Ubergangsfunktionen lediglich (positiv) CI—orthoform, so sprechen
wir von einer (orientierten) C7 —orthoformen Struktur. Wir werden im folgenden stets orientierte(C7)—
orthoforme Strukturen betrachten.

Beweis. Nach 2.6.20 ist 2 eine orthoforme Uberdeckung, die einen orthoformen Atlas induziert. B

Die Frage liegt nahe, inwieweit die Existenz parakomplexer bzw. orthoformer Strukturen — analog zu
den konformen Strukturen im Riemannschen Fall (vgl. 2.1.11)— die Existenz einer Lorentz—Metrik

sichert.

2.6.22 SATZ. Sei (S,®) eine orthoforme Struktur und A = Ag der durch diese ausgezeichnete, ori-

entierte, orthoforme Atlas auf S. Dann gilt:
(i) Es existiert eine Lorentz—Metrik h auf S mit A = A

(ii) Ist h eine weitere Lorentz—Metrik auf S, so gilt Ql% = A genau dann, wenn h ~ h. Orthoforme

Atlanten sind also konforme Invarianten.

Beweis. (i) Da S parakompakt ist, konnen wir eine lokal endliche und abz#ihlbare Uberdeckung
U ={Uk}ren mit U, =Definitionsbereich der Koordinaten 7, = (zx,yr) aus A wihlen. Auf Uy
definieren wir die Lorentz-Metrik hj, = dxidy; fiir ein k¥ € N. Sei {¢g}ren eine der Uberdeckung

#1 untergeordnete Zerlegung der Eins. Definiere

h = Z (pkhk.

keN

n

Lokal gilt h = 3 ¢, hi,, wobei () Uy, # 0. Dann kann man die Koordinaten (xy,,yx,) auf ﬂ Uy,
i=1

i=1 i=1 i=
durch (xg,,yk, ) ausdriicken, und wir erhalten

h=(_ @k Brk, ), dys,

i=1

. n

wobei By, = %xkl . %ykl > 0. Weil die Ubergangsfunktionen orthoform sind, ist > ¢, B,k >
1 1 i=1

0. Lokal kénnen wir also stets h = bdxdy;, fiir ein £ € N und b > 0 annehmen, insbesondere definiert

dieses h eine Lorentz—Metrik. Es bleibt zu zeigen: 0 = A.
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A9 C A: Sei (U, x = (z,y)) eine Karte aus ). Wir miissen zeigen, da8 fiir jede Karte (V,n = (w, 2))

1

aus A mit U NV # § die Ubergangsfunktionen 7 o x~' und y o n~' orthoforme Abbildungen auf

x(UNV) bzw. n(U NV) sind. Sei k € N so, da W := U, NU NV # . Dann gilt auf W einerseits
h = bdzydy, = b dwdz,
weil n o~ bzw. non, ! orthoform sind, und andererseits

h = Bdxdy

1

nach Voraussetzung, d.h. b'dwdz = Bdxdy. Also sind nach 2.6.20 o x~! und x o n~! orthoforme

Abbildungen auf x (W) bzw. n(WW).

A9 > A: Sei (V,n = (w,2)) aus A. Wir miissen zeigen, daf in diesen Koordinaten h = Bdwdz gilt.
Lokal konnen wir stets h = bdxdyy, schreiben und somit folgt die Behauptung aus der Orthoformitét
von ny, o~ ! bzw. non, L.

(ii) «<=) trivial, da Nullkoordinatensysteme eine konforme Invariante sind.

—) Wir miissen zeigen: Es existiert A € C°°(S) mit A > 0 und h = A\h. Sei p € S. Mit dem gleichen
Argument wie in 2.3.13 reicht es aus, die Existenz von A auf einer Umgebung U von p zu zeigen. Sei
U eine Umgebung, auf der h—Nullkoordinaten x = (z,) und h—Nullkoordinaten ¥ = (&, 7) definiert
sind. Nach Voraussetzung sind beide Karten aus A4, d.h.

~ ~ 0

- 0
h = Bdidj =B - —1I - —ydxdy = Adzdy = \h,
dr Oy

wobei A = B+ i - 25> 0 ist. |

2.6.23 KOROLLAR 1. Fine orthoforme Struktur auf S zeichnet genau eine konforme Aquivalenzklasse
von Lorentz—Metriken aus (ndmlich die durch h aus 2.6.22 (i) bestimmte); anders ausgedrickt: Or-

thoforme Flichen stehen in bijektiver Beziehung zu Lorentz—Fldchen.

2.6.24 KOROLLAR 2. Sei (S,A) eine parakomplexe Struktur und A = Ap der durch diese ausgeze-

ichnete, orientierte, parakomplexe Atlas auf S. Dann gilt:
(i) Es existiert eine Lorentz—Metrik h auf S mit A, = A

(i) Ist h eine weitere Lorentz—Metrik auf S, so gilt A; = A genau dann, wenn h ~ h.
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Beweis. (i) Gemé#$ 2.3.11 ist F o A ein orthoformer Atlas, denn sind x,n zwei Koordinatensysteme
aus A, so ist

(Fox)o(Fon™=FoxonloF™

Nach 2.6.22 existiert eine Lorentz—Metrik h mit %) = F o A. Dann ist F~1 o029 =2, = A.
(i) A; = F~1 091% = A genau dann, wenn Ql% = F(2;,) = FoA, und dies ist nach 2.6.22 (ii) dquivalent
zu h ~ h. |

2.6.25 KOROLLAR 3. FEine parakomplexre Struktur auf S zeichnet genau eine konforme
Aquivalenzklasse von Lorentz—Metriken aus (ndmlich die durch h aus 2.6.24 (i) bestimmte); anders

ausgedriickt: Parakomplexe Flichen stehen in bijektiver Beziehung zu Lorentz—Flichen.

2.6.26 BEMERKUNG. Die Beziehung zwischen parakomplexen Strukturen und Lorentz—Flichen ist
intrinsisch: Die Nulldistributionen zerlegen lokal den Tangentialraum in die Summe zweier eindimen-
sionaler Unterbiindel. Somit kénnen wir kanonisch jedem Tangentialraum einen linearen Operator T'
durch die Forderung zuordnen, dafl diese beiden Unterrdume die Eigenunterrdume zum Eigenwert
+1 sein sollen (vgl. auch Abschnitt 2.4.33). Dann gilt 71! = id und wir erhalten auf S eine fast—
Produktstruktur bzw. fast—parakomplexe Struktur, fiir die wir dann auch parakomplexe Abbildungen
erkldren konnen. Somit ist eine Lorentz—Fldche der einfachste Fall einer fast—parakomplexen Mannig-
faltigkeit, siehe dazu auch den Ubersichtsartikel iiber (fast—)parakomplexe Geometrie von [CrFoGa96).
Der Begriff der orthoformen Struktur erweist sich aber fiir die folgende Untersuchung von Lorentz—
Flichen als handbarer, da er eine einfache Charakterisierung C7 —konformer Aquivalenzen gestattet

(vgl. 2.6.31).

Die in 2.6.22 verwendete Technik des Zusammenklebens lokal definierter Lorentz—Metriken konnen

wir nun benutzen, um ein Kriterium fiir die Existenz globaler isotroper Vektorfelder herzuleiten:

2.6.27 SATZ UND DEFINITION. Fiir jede Lorentz—Fliche (S, [h]) existiert eine Riemannsche Metrik g,
fiir die die Nulldistributionen X und Y orthogonal zueinander sind. Fine solche Riemannsche Metrik
nennen wir regulér. Insbesondere existieren vollstindige requlire Metriken auf jeder Lorentz—Fliche.
Beweis.  Sei {(Uk, Xr = (&, Yk))}xen eine abzihlbare Uberdeckung von S mit isotropen Karten. Auf

U}, definieren wir dann eine Riemannsche Metrik durch
gr = dzi + dy?.
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Fiir Riemannsche Metriken dieser Form sind die Nulldistributionen augenscheinlich orthogonal. Falls

U NU; # 0, so gilt

(%) g; = [ (x) dzf + 9" (yx) dy;;

mit f’, ¢’ > 0, da nach Voraussetzung die Ubergangsfunktion (zx, yx) — (2, y;) positiv orthoform sein
soll. Wir wihlen nun eine der fixierten Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins {¢k}. Dann
ist h = Y ¢rgr eine endlich Summe von Riemannschen Metriken in einer Umgebung jeden Punktes
von S urllcd hat lokal die Form (x), woraus die erste Behauptung folgt. Ist nun S kompakt, so ist g
vollstdndig gem&fl dem Satz von Hopf und Rinow. Ist S nicht kompakt, so existiert ein vollstédndiges
h € [h] nach dem bereits im vierten Abschnitt zitierten Satz von Nomizu und Ozeki (siehe Abschnitt

2.4.2). u

2.6.28 KOROLLAR. Sei £ = (S, [h]) eine Lorentz—Fléiche. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es existiert ein zeitartiges Vektorfeld
(ii) Es existiert ein lichtartiges Vektorfeld
(iii) Es existiert ein nullstellenfreies, raumartiges Vektorfeld

Insbesondere existieren auf jeder zeitorientierten Lorentz—Fléche zwei globale X — und Y —Vektorfelder.
Beweis. Sei g eine reguldre Metrik fiir £ und T ein nullstellenfreies, zeitartiges Vektorfeld. Wir kon-
struieren ein glattes, isotropes Vektorfeld, indem wir 7' (p) in 7,5 solange in negative bzw. positive
Richtung (beziiglich g) rotieren, bis es in einer Nulldistribution liegt. Aus einem isotropen Vektorfeld
kénnen wir durch Rotation in positive oder negative Richtung um einen Winkel o < 7 stets ein
nullstellenfreies, zeitartiges bzw. raumartiges Vektorfeld konstruieren. Drehen wir schliefSlich ein null-
stellenfreies, raumartiges Vektorfeld um 7 (beziiglich g), so erhalten wir ein nullstellenfreies, zeitartiges

Vektorfeld. [ |

2.6.29 DEFINITION. Seien (S, ®;) und (S, ®;) zwei C'—orthoforme Strukturen. Dann heifit eine stetige
Abbildung f : S — S fiir j = 1,2,...,1 (positiv) CY—orthoform genau dann, wenn fiir alle Karten
(U, x) € ® um p und alle Karten (U, ) € ® um f(p) die Abbildung Yo fox ' : x(UNf~1(U)) — R?
(positiv) C7—orthoform ist.
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2.6.30 BEMERKUNGEN. (i) Das Vorzeichen der Jacobi-Determinante ist unabhéngig von der Karten-
wahl.

(ii) Da die Hintereinanderausfiihrung orthoformer Abbildungen beliebiger Stufe wieder orthoform
gleicher Stufe ist, geniigt es natiirlich, die Orthoformitiit einer Abbildung lediglich fiir eine spezielle
Uberdeckung von Karten (U, ) aus ® bzw. ® zu iiberpriifen.

Es gilt folgendes Analogon zu 2.1.11:

2.6.31 SATZ. Seien (S, [h]) und (S, [h]) zwei Lorentz-Flichen. Dann sind fiir eine Funktion f : § — S
der Klasse C7 folgende Ausagen édquivalent:
(i) f ist positiv C7 —orthoform
(ii) f ist eine lokale C7 —konforme Aquivalenz.
(iii) df erhélt die Orientierung und den kausalen Charakter.

Beweis.  (1)==(ii) Sei f eine positive C?—orthoforme Abbildung. Wir miissen zeigen: Fiir p € S

existiert eine Umgebung U derart, dafl
(fir)" h = Ah fiir X € C7(U) mit A >0

gilt. Sei (U, x = (x1, x2)) € ® eine Karte um p und (U, ¥ = (X1, ¥2)) € ® eine Karte um f (p). O.B.d.A.
diirfen wir annehmen, daB f (U) € U und U ein Rechteck in S ist, d.h. x (U) = (a,b) x (¢,d). Nach
Definition existieren dann Abbildungen « : (a,b) — R, 3 : (¢,d) — R der Klasse C7 mit o/ - 8/ > 0

und

Xofox™(z,y) = (a(x),B(y)).
Gilt fiir ¢ € U, daBB ¢ = x 7 (2 (q) ,y (q)), so ist 2 (q) = x1 (¢) und y (¢) = x2 (q). Wir erhalten also
X o flu = (o x1, 30 x2) und daraus

Xi1of=aox;und x20 f=fFoxs

Nach Voraussetzung ist x ein isotropes Koordinatensystem, d.h. es gilt ?ng = Bdy1dx» und somit:

(fir)*h=(Bo f)d(xio f)d(X20 f) = (Bo f)d(aox1)d(5 o xa)-

Wegen d(a o x1) = o o x1dx1 und d(B o x2) = ' o xadx2 einerseits und hj; = Bdx1dx» andererseits

erhalten wir schlie3lich

Frhiy = (Bo f)(@ o x1)(8 o x2) Fhw = Ayu;

=:\€CI (U)>0
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dies war die Behauptung.
(if)==(iii) klar.
(iii)=(i) Sei p € S. Wir wihlen eine Karte in p zentrierte Karte (U, x) € ® mit x (U) = (a,b) X (¢, d),
und eine Karte (U, )Z) € ® um f (p). Wir miissen Funktionen « : (a,b) — R, 8 : (¢, d) — R der Klasse
(Y derart finden, daf

Xofox T (wy) = (a(x),By))
und o/’ > 0 gilt. Dazu definieren wir fiir € (a,b) und y € (¢, d) die Nullkurven ay, : (a,b) — R und
Bs: (¢,d) = R in x (U) durch oy (s) = (s,y) und G, (¢t) = (z,¢). Sei

1

a:=prioxofox toagund B:=prooxofox to/f.

Wir behaupten:
Xofox'(zy) = (alz),B(y).

X! o, parametrisiert eine glatte X —Kurve in S. Da f den kausalen Charakter und die Orientierung

erhélt, tiberfithrt f die X— und ) —Distribution auf S in die X— und )7—Distribution auf S, und
daher ist f ° ay eine C9 — X—Kurve in S. Analog folgt, daf f o 3, eine C7 — Y —Kurve ist. Also ist

prioxo fox z,y) =prioxo fox ' of.(y) = const(x).
Insbesondere gilt

prioxofox "oBu(y) = prioxofox ' ofB3.(0)

1

prioxo fox™ oao(x) = a(x)

Genauso erhalten wir
prao fo(z,y) =prao foay(z)=By).

Die Determinantenbedingung o/ 3 > 0 folgt aus der Orientierungserhaltung von f. |

2.6.32 BEMERKUNG. Sinngemi8 gilt Satz 2.6.31 fiir C7—orthoforme Abbildungen, wenn f nicht als

orientierungserhaltend vorausgesetzt wird.

2.6.33 KOROLLAR. Jede CJ—orthoforme Abbildung von £ nach L bildet glatte Parametrisierungen

von Nullkurven in £ auf C7 Parametrisierungen von Nullkurven gleichen Typs in L ab.

2.6.34 BEMERKUNG. Schematisch 148t sich 2.6.31 wie folgt zusammenfassen:
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Struktur: charakterisierendes Objekt: lokaler Aquivalenzbegriff:
geometrisch  konforme Klasse [h] lokal konforme Aquivalenz

analytisch 0-Distributionen X und ) positiv orthoforme Abbildung

Formal scheint also die Theorie der Riemannschen Flichen und der Lorentz—Flidchen keine tiefen
Unterschiede aufzuweisen; die konforme Klasse der Metrik zeichnet stets ein speziellen Atlas aus,
dessen Ubergangsfunktionen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung geniigen miissen.
Metrik wie Nulldistributionen enthalten die vollstédndige konforme Information, und die lokalen
Aquivalenzbegriffe sind daher gleichwertig. Die Natur der Cauchy Riemann-Gleichungen bedingt
aber, daf8 jede C'!—konforme Struktur einer Fliche S automatisch eine C'°°—konforme Struktur (de
facto sogar eine komplex analytische konforme Struktur) auf S ist, wihrend fiir Lorentz—Flichen a
priori nicht offensichtlich (und tatsichlich falsch) ist, ob C’—konform #quivalente Strukturen auch

CI 11— bzw. O —konform Aquivalente Strukturen implizieren.

2.6.35 DEFINITION. Ein Homdomorphismus f : (S,h) — (57 /~1) heifit konform, falls f glatte
Parametrisierungen von Nullkurven in S auf stetige Parametrisierungen von Nullkurven in S gleichen

Typs iiberfiihrt und orientierungserhaltend ist.

2.6.36 BEMERKUNG. Orientierungserhaltend bedeutet dabei folgendes fiir f: Sind ¢ und f o o zwei
2—Simpleces, und ist o positiv orientiert, so auch f o o (siehe Definitionen 7.1.1 und 11.3.1 ff. aus
[StZi94] zur Orientierbarkeit von Simplizialkomplexen, die zum iiblichen Orientierbarkeitsbegriff topol-

ogischer bzw. differenzierbarer Mannigfaltigkeiten dquivalent ist, vgl. 11.4.11 und 11.4.14).

2.6.37 DEFINITION
(i) Sei U eine offene Teilmenge von E?!, versehen mit den isotropen Standardkoordinaten (x,7).
Eine Funktion f : U — E%! heift stetig orthoform oder stetig netzerhaltend genau dann, wenn
fiir alle p € U eine Rechteckumgebung R = (a,b) X (¢,d) in U und zwei stetige Funktionen
a: (a,b) = R und §: (¢,d) — R derart existieren, dafl

fir (2, y) = (a(z), 5 (y))

ist und o und (8 entweder beide streng monoton steigend oder beide streng monoton fallend sind.

(ii) Seien (S, ®;) und (S, ®;) zwei C7/—orthoforme Strukturen. Dann heift eine stetige Abbildung
f:S — S stetig orthoform genau dann, wenn fiir alle p € S und alle Karten (Uyx) € ® um p

70



und alle Karten (U, %) € ® um f(p) die Abbildung ¥ o fox~ ' : x(UN f~1(U)) — R? stetig

orthoform ist.

(iii) Sei (S, ®;) eine CJ—orthoforme Struktur. Dann sei
H:={(U,x) | x : U — E*! ist injektiv und stetig orthoform}
und

HY = {(Ux) €H|x:U — E*! erhiilt die natiirliche

Orientierung der Nullkurven}.

2.6.38 BEMERKUNG. Man konnte in Definition 2.6.37 wiederum zwischen ”stetig orthoform” (d.h.
a und f sind streng monoton) und ”positiv” stetig orthoform (d.h. o und f sind beide entweder
streng monoton fallend oder steigend) — analog zu 2.6.11 — unterscheiden. Da aber die Definition
stetig orthoformer Abbildungen geometrisch (und nicht analytisch) motiviert ist, wollen wir nur die
geometrisch relevante Situation betrachten und eine Unterscheidung zwecks Vereinfachung der Sprech-

weise unterlassen.

2.6.39 SaTz. Fiir eine Abbildung f : (S,h) — (S, h) sind édquivalent:
(i) f ist lokal ein konformer Homdomorphismus
(ii) f ist stetig orthoform

Beweis. Weil f glatte Parametrisierungen von Nullkurven in S auf stetige Parametrisierungen von
Nullkurven in S gleichen Typs tiberfithrt, ist es klar, dafl f — modulo Karten — lokal von der
Form f (z,y) = (a(z),5(y)) ist, wobel @ und 8 beide streng monoton sind. Umgekehrt definiert
jede Abbildung dieser Form einen Homéomorphismus. Weil ein Homéomorphismus dieser Form aber
orientierungserhaltend genau dann ist, falls f jedes positiv orientierte Rechteck wieder auf ein positiv
orientiertes Rechteck abbildet (vgl. 2.6.36), folgt die Behauptung, denn dies ist wiederum &quivalent
zur Tatsache, dal o und § entweder beide streng monoton steigend oder beide streng monoton fallend

sind. -

2.6.40 BEMERKUNG. Abschlieflend sei noch auf einen zumindest formalen Zusammenhang zur Theo-

rie dynamischer Systeme hingewiesen: Seien V und V Vektorfelder auf zwei Mannigfaltigkeiten M
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und M. Man nennt solche Paare (M,V) und (M,V) auch dynamische Systeme. Der natiirliche
Aquivalenzbegriff scheint zunichst Gleichheit bis auf Diffeomorphie zu sein, aber dieser stellt sich
als zu stark heraus (vgl. [Ar88], S.91 ff.). Man fiihrt dann einen zum konformen Hom&omorphismus
analogen Begriff ein: Zwei dynamische Systeme heilen topologisch orbital #quivalent, falls ein
Homéomorphismus zwischen M und M existiert, der orientierte FluBkurven von V auf orientierte
FluSkurven von V in M iiberfithrt. Man vergift also die analytische Natur des FluBes und betra-
chtet stattdessen lediglich seine ”Form”. Eben dieser Gedanke liegt auch der Definition des konformen
Homgomorphismus zu Grunde (vgl. auch die Bemerkung vor 2.7.18): Die geometrische Information
von [h] wird von den Nulldistributionen X und ) kodiert, und ein gewisser Teil dieser Information
findet sich in den Fluflkurven wieder, deren Verhalten man leichter studieren kann (vgl. Abschnitt 1.5).
In manchen Situationen reicht dies bereits aus, um zwischen konformen Klassen zu unterscheiden. Wie
wir weiterhin im dritten Kapitel sehen werden, hidngt z.B. die Dimension des Vektorraumes der posi-
tiven harmonischen Spinoren iiber einer kompakten Lorentz—Fliche in vielen Fillen sehr sensibel von

der Form der Nullinien ab.

2.7 Beispiele

2.7.1 SATZ. Sei f : L — L Ci—orthoform, L einfach zusammenhéngend, und v eine Nullkurve in L.
Dann ist f|span(y) injektiv.

Beweis. Sei vy 0.B.d.A. eine X—Kurve. Angenommen, es existieren p,q € span () mit

(*) fp)="f(q).

Seien 0, und ¢, die durch p bzw. ¢ verlaufenden Y —Nullinien. Dann folgt f (p) = f(¢’) fiir die
eindeutig bestimmten Schnittpunkte p’ von v N, und ¢’ von v N J,, denn p’ und ¢’ liegen entlang
derselben X —Linie und f (p’) und f (¢') wegen (x) entlang derselben Y —Linie. Wire nun p’ # ¢/, so
wére die Nullinie f o v auf einer einfach zusammenhéingenden Lorentz—Fliche geschlossen. Also ist

p’ = ¢’ und somit folgt p = ¢, denn anderenfalls wére die Nullinie f o, geschlossen. |

2.7.2 BEISPIELE.
(i)

{lz] + [yl < 1}, [dady]) ~oo ({2? +y? < 1}, [dady)) :
Definiere eine konforme Aquivalenz durch

s

(2.9) = (sin(75), sin( ).
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Man {iberpriift leicht, daf diese Abbildung positiv orthoform und

({|z| + |y| < 1},[dzdy]) = sp(Y — Linie durch Ursprung)

sp (X — Linie durch Ursprung)

ist.

(ii) Einige konforme Aquivalenzen in E*!:

Translation: (x,y) — (z + a,y + b) fiir ein (a,b) € R?

Rotation um 7: (z,y) — (-, —y)

Reskalierung einer Variablen: (z,y) — (f(x),y) bzw. (z,y) — (z,g9(y)) fir glattes f und g mit
.9 >0.

2.7.3 SATz (Modell-Lemma). Seien a,b,c,d € R mit —co < a < b < 0o und —o0 € ¢ < d < oo. Dann
ist E*! ~oo Liap)x(e,)-

Beweis. Da Translation, Rotation um 7 und Reskalierung einer Variablen gemé&fl 2.7.2 konforme
Aquivalenzen sind, kénnen wir 0.B.d.A. annechmen, da88 (a,b) x (c,d) eines der folgenden Rechtecke

ist:
(—00,00) X (—00,00), (—00,00) x (—1,1), (—00,00) x (0,00),

(=1,1) x (—00,00), (—1,1) x (—1,1), (=1,1) x (0, 00),

(0,00) x (0,00), (0,00) x (—1,1) oder (—00,0) x (0, 00).

Definiere F': E*' — L4 4)x(c,q) durch F(z,y) = (a(x), 5(y)), wobei

a(z) =z, tanhz, ¥ oder —e™”

ist (analog fiir 3), je nachdem, welches Rechteck vorliegt. Dann ist F' positiv orthoform und 2.6.31
und 2.7.1 ergeben die Behauptung. |

Da auf Lorentz—Flichen keine lokalen konformen Invarianten existieren, kodiert lediglich das globale
Verhalten der Nullinien konforme Information. Daf3 die gesamte Minkowski-Ebene auf ein beliebig
kleines Modell transformiert werden kann, liegt an der Starrheit der Nullinien und ist charakteristisch

fiir Minkowski—Flichen:

2.7.4 KOROLLAR (Cloning Lemma). Sei j = 1,..,00. Eine Lorentz—Fliche £ = (S,[h]) ist

CJ —konform &quivalent zu einer Minkowski-Flidche genau dann, wenn fiir jede nicht leere, offene
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Teilmenge V von S eine Teilmenge U in'V so existiert, dafi L~;(U, [h]) gilt. Eine analoge Aussage gilt
im stetigen Fall.

Beweis. =) Angenommen,

(S, [h]) ~; Lw = (W, [dzdy])

fiir W C R2. Sei V eine nicht leere, offene Teilmenge von S. Dann enthilt V eine Rechteckkartenumge-

bung V mit (f/, X) € Ql([)h]. Nun ist X(f/) ein Rechteck, also nach 2.7.3 eine konforme Kopie von E?!:
(V. [h]) ~oo (x(V), [dzdy]) ~oc B>,

Also existiert eine konforme Kopie von Ly in x(V), d.h es existiert W C x(V) so, daB Ly ~oo L.
Somit gilt

(S, [h]) ~; (W, [dzdy]) ~o (W, [dzdy]) ~oe (x™H (W), [h]),

wobei U := x~1{(W) C V C V. Also ist (S, [h]) ~; (U, [h])
<=) Sei V wie in der Behauptung. V enthilt eine Kartenumgebung W einer Karte (W, x) € QI?h], und

(W, [R]) ~oo (X(W), [dzdy]) € E*'.
Nun ist W ebenfalls offen und nichtleer, enthiilt also eine Teilmenge U fiir die nach Voraussetzung
(S, [A]) ~;j (U, [h]) ~oo (x(U), [dwdy]) = L@y € E*!

gilt. |

2.7.5 BEISPIELE.

(i) Uberlagerungen von Minkowski-Flichen. Sei S := R?\{0,0} und K : S* — S die universelle
Uberlagerung von S. S°° kann wie folgt konstruiert werden (siehe auch [Ah79] Abschnitt 3.4.3 fiir
diese und weitere derartiger Konstruktionen in der Funktionentheorie): Bezeichnet fiir n € N S, die
n—te Kopie von S, so erhalten wir S durch Schlitzen der Kopien S,, entlang der negativen x—Achse
und Identifizieren der oberen Kante von S,, mit der unteren Kante von S,,+1. Durch Hochziehen der
kanonischen Lorentz—Metrik hg auf S erhalten wir die Lorentz—Flidche £ = (5%, [ho]), vel. 2.3.2
(iii). Also ist k nach 2.6.31 eine orthoforme Abbildung; restringuiert auf eine Kopie S,, ist k injektiv,
aber natiirlich ist k£ nicht global injektiv. Bezeichnen wir mit ~ die entlang z = % verlaufende Nullinie
in S, und mit -, die Hebung von 7 in S, so ist k offensichtlich injektiv auf den Mengen sp(~,,), aber

k ist nicht injektiv auf irgendeiner Menge in S, die sp(7,) enthélt. Weiterhin gilt der Satz:
Fiir alle Minkowski-Flachen Ly ist £ »g Ly.
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Beweis. Sei k € N, und fixiere m € {0, 1,2, 3}.

der Lift der negativen y — —Achse nach S, m =0
der Lift der positiven x — —Achse nach Sy, m =1
Sei Yapqm =

der Lift der positiven y — —Achse nach Sy, m =2

der Lift der negativen & — —Achse nach Sy, m = 3
Angenommen, F' wire ein konformer Homéomorphismus, so dafl £ ~¢ Ly doch gilte. Wir fithren
zuerst Nullkoordinaten auf jeder geschlitzten Kopie .S, ein, so dafl wir von Rechtecken auf Sy sprechen
koénnen. Betrachten wir speziell das durch 4 und 4511 gebildete Rechteck R, so wire F (R) wieder
ein Rechtecke in U; insbesondere wird vy, bzw. 4541 auf eine vertikale bzw. horizontale Nullkurve in
U mit gemeinsamen Endpunkt p € R? (der natiirlich nicht in U liegen muB) abgebildet. Das gleiche
gilt sinngemé$ fiir ya41 und 7yar42. Also wird fiir jede natiirliche Zahl j die Nullinie v; auf eine in
p miindende Nullinie abgebildet. Da jeder Punkt aus R? aber nur der Endpunkt von héchstens vier
verschiedenen Nullinien sein kann, F' aber nach unserer Annahme injektiv ist, folgt ein Widerspruch.
]
Offenbar miissen konform dquivalente Fléchen in der Anzahl der M6glichkeiten, sich einem Punkte ent-
lang von Nullinien zu ndhern, iibereinstimmen. Unser Argument benutzt diese Idee, die im Abschnitt
2.8 als Charakteristik eines Punktes formalisiert werden wird, um auf konforme Nichtédquivalenz zu
schlieflen. Die kanonische Metrik weist also ein zu starres Nullinienverhalten auf, um zu der ”gefal-
teten” Lorentz—Fliche £ stetig konform &quivalent sein zu konnen. Man beachte aber folgendes
Resultat:

L ~o (R?, [k =sin (v) (dv* — du®) — 2 cos (v) dudv]) .
Beweis. Die Abbildung
[RS8 = C\{(0,0))

definiert durch

f (u,v) = 2e~%(cos (%) ,sin (g))
ist eine Uberlagerung. Es ist die reel geschriebene universelle Uberlagerung der punktierten komplexen
Ebene durch C, die durch f (w) = 2% gegeben wird. Direktes Ausrechnen ergibt %e’”h = [f* (dzdy),

d.h. [h] = [f* (dzdy)]. Also erhalten wir mit
(R?, [sin (v) (dv® — du®) — 2 cos (v) dudv])

eine weitere Realisierung der universellen Uberlagerung von S, die lokal konform dquivalent zu
(S, [dzdy]) ist, womit die konforme Aquivalenz zu £ aus Standardargumenten folgt (vgl. z.B. [Wo84],
Korollar 1.8.23). [
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(ii) Der Standard-Lorentz—Torus. Sei T die Orbitmannigfaltigkeit unter der freien und eigentlich

diskontinuierlichen Wirkung von Z2 auf R?, mit der Uberlagerung p : R? — T. Seien Aj,\o €
2

Cc= (RQ)Z zwei nullstellenfreie Funktionen, die unter der Wirkung von Z? invariant sind, und h

die in den Koordinaten (1, z2) durch
hi= =A% (x1,20) da? + N2 (x1, x2) da3

definierte Lorentz—Metrik. Dann ist auch h invariant unter Z2, und wir kénnen h als Metrik auf dem
Torus selbst auffassen (genauer gesagt existiert eine 2-Form hy auf T mit p*hp = h). Also ist p eine
lokal konforme Aquivalenz. Die X — bzw. Y —Kurven I, := (t,y) bzw. m, = (z,t) fiir fixiertes y
bzw. z aus R werden daher wieder auf X— bzw. Y—Kurven in T projeziert. Seien speziell A; und
Ao konstant, d.h. h ist eine linksinvariante Metrik auf 7. Dann sind alle Nullinien geschlossen, falls
p = % € Q; andernfalls liegen sie dicht (dies folgt z.B. aus Theorem 2.5.28 und der Linksinvarianz
der Metrik; fiir einen direkten Beweis siehe z.B. [H168], Abschnitt I1.2, Bsp. 2.1). Offensichtlich ist im
rationalen Fall p nicht injektiv, obwohl sp(l,) = sp (m,) = R? gilt.

Um die Beschaffenheit der im folgenden vorgestellten Beispielfamilien besser zu verstehen, beweisen

wir zunéchst ein

2.7.6 LEMMA. Seien Ly und Ly zwei Minkowski-Flichen, wobei U C E?! eine Teilmenge mit fol-

gender Eigenschaft ist:
(S) Der Schnitt zwischen U und jeder Nullinie in E*! ist zusammenhéngend

(dies gilt z.B., wenn U konvex ist). Sei weiterhin F : Ly — Ly eine C7 —konforme Aquivalenz (bzw.
ein konformer Homdéomorphismus) zwischen zwei Minkowski-Flédchen, und R = (a,b) x (¢, d) das
minimale Rechteck, welches U enthiilt (eventuell ist R = R?). Dann existieren zwei Abbildungen der
Klasse C? (bzw. C°) o : (a,b) — R und 3 : (¢,d) — R mit F (z,y) = (a(x),8(y)) und o/ > 0 (bzw.
a und Bsind entweder beide streng monoton fallend oder beide streng monoton steigend).

Beweis. Wir betrachten U und V als Lorentz—Unterfliichen von E*! = (R?, [dxdy]), d.h. wir versehen
U und V mit den globalen Nullkoordinaten (z,y). Sei 1 € (a,b). Dann existiert ein y; € (c,d)
mit p1 = (x1,y1) € U, andernfalls wére R nicht minimal. Sei m,, die durch (z1,t) definierte und
durch p verlaufende Y —Linie. Dann definieren wir « (1) := pri (f (mp)). Genauso definieren wir fiir
y2 € (¢, d) B (y2) = pra (f (1)), wobei I, die durch (¢,y2) gegebene, durch g = (z2,y2) € U verlaufende
X—Kurve ist. Wegen (S) ist dies unabhiingig von der Wahl von y; und zs, denn alle méglichen

y € (¢,d) bzw. = € (a,b) liegen entlang derselben X— bzw. Y —Linie. Offensichtlich gilt dann fiir
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f(xvy) = (fl (I7y)7f2 (I,y)), dafl

O[(,T) =pr (f (m(m,y))) =pri (f (:c,y)) =fi (l‘,y)
und

B(y) =pra (f (L)) =pr2 (f (x,9) = f2 (2,9),

d.b. f(2,y) = (af
(20,90) € U, und (ii) auf einem Rechteck R, um py Funktionen & und 3 der Klasse C7 mit &'’ > 0
und f (x,y) = ( (x), 5 (y )) Also gilt @ = & lokal um zg, d.h. a ist C7 mit o/ > 0. Der Beweis fiir 3

und den stetigen Fall funktionieren analog. |

z), B (y)). Sei nun z¢ € (a,b) fixiert. Dann existieren (i) ein yo € (¢, d) mit pg =

2.7.7 BEMERKUNG. Insbesondere kénnen wir f aus 2.7.6 auf ganz R stetig bzw. differenzierbar fort-
setzen. Dies erweist sich in folgender Situation als besonders niitzlich: Sei U eine beschriankte, ein-
fach zusammenhingende Teilmenge des R2. Da fiir einfach zusammenhingende Flichen das globale
Schnittpunktverhalten die konforme Information enthélt, liegt es nahe, Schnittpunkte von Nullinien
im ”Unendlichen” betrachten zu wollen, d.h. Punkte aus dem topologischen Rand von U, in denen

sich die Fortsetzungen der Nullinien schneiden. Dazu definieren wir

dLy = {p € 90U | es existiert eine konvergente Folge (p)

und eine Nullkurve v mit p,, — p und p,, € v fiir alle n}.

Wir nennen dLy den idealen Rand der Lorentz—Fliche Ly. Ist z.B. U = Int ('), wobei I' ein
C'—Jordanbogen ist, so gilt dCy = T'. Allerdings mufl der ideale Rand nicht mit dem topologis-
chen Rand iibereinstimmen und ist in der Regel echt enthalten. Sei dann f die durch 2.7.6 gegebene
Fortsetzung auf R N dLy. Wie wir anschlieend anhand einiger Beispielfamilien sehen werden, stellt
das Randverhalten von f die eigentliche Obstruktion fiir konforme Aquivalenz dar. Im Abschnitt 2.8
werden wir diese Ideen formalisieren und fiir die Klassifikation einfach zusammenh#ingender Lorentz—

Flachen benutzen.

2.7.8 KOROLLAR. Unter der Voraussetzung von Lemma 2.7.6 bildet jede C?—konforme Aquivalenz
(jeder stetige Homdomorphismus) f : Ly — Ly maximale Rechtecke auf maximale Rechteck ab.
Insbesondere induziert jede solche Abbildung eine Bijektion zwischen den maximalen Rechtecken
beider Fléchen.

Beweis. Sei f: Ly — Ly eine solche Abbildung und R ein maximales Rechteck. Dann ist f (z,y) =
(a(z),B (), f~ (z,y) = (e (z),87' (y)) und f bildet Rechtecke auf Rechtecke ab (vgl. 2.6.17).
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Wiire f(R) nicht maximal, so wire es nach Definition in einem maximalen Rechteck R enthalten.
Dann definierte aber f’l(]:?) ein Rechteck in U, welches R echt enthielte — im Widerspruch zur

Maximalitdt von R. n

Wir betrachten nun einige Beispielfamilien, die (S) erfiillen. Dann konnen wir jede konforme
Aquivalenz F global durch zwei reelle Funktionen o und £ darstellen. Kennen wir dann zusétzlich
noch das Vorzeichen der Ableitung dieser Funktionen, kénnen wir durch ”Schnittpunktargumente”
starke qualitative Aussagen iiber F' machen, ohne F' explizit zu bestimmen und schliefen so auf
Nichtéquivalenz. Der erste Schritt wird also immer die Bestimmung des Vorzeichens der Ableitung
von « und g sein, wobei wir fiir Minkowski—Fldchen mit kompakten Abschluf} die spezielle, durch den
topolgischen Rand bestimmte ”Form” ausnutzen koénnen. Unser Ziel ist es, trotz der Einfachheit der

Beispiele, einen gravierenden Unterschied zu den Riemannschen Flidchen herauszuarbeiten:
e C7—konforme Aquivalenz impliziert nicht C7*t!—konforme Aquivalenz

e es existieren iiberabzéhlbar viele konforme Klassen einfach zusammenhéngender Lorentz—
Fléchen.
Wir folgen dabei den Ideen des Artikels [SmWe96].

Sei f : [0,1] — [0, 1] eine stetige, streng monotone Funktion mit f(0) = 0 und f(1) = 1, und bezeichne
Ly := (S§ :=Gebiet, dal von den Geraden = 1, y = 0 und f eingeschlossen wird, [dzdy]). Sei speziell
T2 .= L,.

2.7.9 Satz (Flattening Lemma).
(i) Ly~o T
(i) Seij =1,2,...;00 gegeben. Ist f C? und f'(z) > 0 auf (0, 1), dann gilt Ly ~; T*.

Beweis. Die Abbildung (x,y) — (f(x),y) ist ein konformer Homdomorphismus von T?! nach £ und
somit folgt (i). Ist f C7 und f’(z) > 0 auf (0, 1), so definiert diese Abbildung sogar eine C7 —konforme

Aquivalenz, d.h. wir erhalten (ii). |

2.7.10 SATZ (Breaking Lemma). Sei j = 1,2,...;00 gegeben. Falls L; ~; T%!, so ist f C7 und
f'(z) > 0 auf (0,1).
Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine C7 —konforme Aquivalenz F : £L; — T?!. Also existieren

nach 2.7.6 C7—Funktionen o,3 : (0,1) — R mit o/ > 0 derart, dal F(x,y) = (a(z),3(y)) gilt.
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Bezeichne nun R ein in S einbeschriebenes Rechteck mit der Eigenschaft, dal OR N dS; = {p} ist.
Da 0S¢ durch den Graphen von f und zwei Liniensegmenten gegeben ist, mufl p ein Element von
graph(f) sein, d.h. p = (a, f(a)) fiir ein a € (0,1). Weiterhin ist F auf R\{p} definiert. SchlieBlich ist
F(R) wieder ein Rechteck und 0F (R) N39S, = {q} mit q € graph (z), d.h. ¢ = (b,b) fiir ein b € (0, 1);
sonst wire F' auf ganz R definiert. Daraus folgt zuniichst, daf die Ableitung von a positiv auf (0, 1)
ist: Fiir (z,y) € R gilt © > a und F (z,y) = (a(z),8(y)) € F(R), d.h. es folgt a(r) > a(a) = b.
Somit hat auch 3 eine echt positive Ableitung. Betrachten wir die in 2.7.7 definierte Fortsetzung F,
so folgt

Fp) = Flof(@)= lim F(at)= lim F(tf (@)

t—f(a)—
(afa), 5(f(a))) = ¢ = (b,0).

Dies gilt aber fiir jedes p = (a, f (a)), @ € (0,1). Auf (0,1) ist also a(z) = G(f(x)) und somit
f=p31oa Dannist f C/ und f’ > 0. [ |

2.7.11 KOROLLAR. Fiir jedes j = 1,2,... existieren C7—konform &quivalente, einfach zusam-
menhéngende Lorentz—Flichen, die nicht Ci+!—konform dquivalent sind. Zusitzlich existieren kon-
form homdéomorphe, einfach zusammenhingende Lorentz—Flichen, die nicht C'—konform dquivalent
sind.

Beweis. Man nehme ein f, welches C7, aber nicht C7*1 ist bzw. ein stetiges f, welches nicht C? ist.

Die néchste Beispielfamilie wird durch einen numerischen Parameter charakterisiert. Seien p < 0 < A
und 1 < 0 < A reelle Zahlen. Sei S bzw. S das Gebiet, welches durch die Linien y = Az, y = px und

y=—1 (bzw. y = Az, y = iz und y = —1) eingeschlossen wird. Seien

L := (8, [dzdy]) und L := (S, [dzdy)).

2.7.12 SATZ.
() L~ L

A:

(ii) Fiir alle j = 1,2, ...;00 gilt L ~; L genau dann, wenn m

Beweis. (i) Definiere F : £ — £ durch

Tl

F(z,y) = (—)\T;,y) fiir £ <0
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und
F(z,y) == (%,y) fir0<
Dann ist F' ein konformer Homdomorphismus.
(ii) <=) Falls M\i = A, so ist die in (i) definierte Abbildung F eine konforme Aquivalenz.
=) Angenommen, wir haben £ ~

j L, d.h. es existiert eine C7—konforme Aquivalenz F : § — S
gegeben durch F(z,y) = (a(z), 5(y)) mit

a:(—+ —7) — R und g:(0,1) — R. Wir zeigen zuerst:
(1) B'(y) >0 fiir y € (0,1)

Sei y1 > yo. Es reicht zu zeigen: 8(y1) > B(y2), d.h. 5 ist streng monoton steigend. Sei dazu R das in
S maximale, einbeschriebene Rechteck, dessen obere Kante parallel zur x—Achse durch y := ylzﬂ
verlauft. Dann liegen insbesondere alle Ecken von OR in 0S, genauer: OR besitzt zwei Ecken auf
y = —1, eine Ecke auf y = Az und eine Ecke auf y = px. Weil F' orthoform ist folgt, dafl R:= F(R)
wieder ein maximales Rechteck ist, fiir das zwei Ecken auf y = —1, eine Ecke auf y = Az und eine Ecke
auf y = fix liegen. Insbesondere gilt: Fiir alle X —Kurven, die durch y > yo verlaufen, geht ihr Bild
unter F durch ein y iiberhalb (d.h. niher an der z—Achse) von dR. Also verliuft die Bildkurve der

X —Kurve durch y; iiberhalb der Bildkurve der X —Kurve durch yq, d.h B(y1) > 8(y2). Insbesondere

folgt aus (1): /(z) > 0 fiir z € (—1, _ﬁ) Wir behaupten nun:
(2) Aa(z) = B(Ax) fiir alle z € (—1,0)
und

(3) B(px) = fa(z) fiir alle z € (0, ).

Dazu betrachten wir die Fortsetzung F' von F und ein Rechteck R wie oben, d.h. zwei Ecken von R
liegen auf y = —1, eine Ecke auf y = Az und eine Ecke auf y = px. Weil die Ableitungen von « und
positiv sind, werden die Ecken mit negativer bzw. positiver Abszisse wieder auf Ecken negativer bzw.
positiver Abszisse abgebildet, und die obere bzw. untere Kante von R wird auf die obere bzw. untere

Kante von R = F(R) abgebildet. Also gilt fiir Sl<z<0:

F(z,\x) = (a(z), B(Ar)) = (a(z), Aa()),
d.h. wir erhalten (2). Genauso erhélt man (3) aus

F(z, pr) = (a(2), B(pz)) = (o(z), fior(z)).
Differenzieren der Gleichungen (2) und (3) ergibt:

-1
770)

A (z) = A3’ (A\z) auf ( 5
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und
ufB (pz) = pa’ (x) auf (0, i)

Da o und 3 mindestens C! sind, folgt aus Stetigkeitsgriinden:

FO) = lim B0 = > lim () = 2a'0)
= Ll ae) = 5L lim 8 ) = 25 0),
woraus wegen (3'(0) # 0 die Behauptung folgt. [ |
Sei j =1,2,... vorgegeben. Fiir k£ = 1,2, ... definiere
ap:=1- (%)k_l,fk = [agk, azk+1] und Jy := (agk—1, azk)-

Fiir jedes k fixieren wir ein abgeschlossenes Intervall Jj, das in Ji echt enthalten ist. Fiir jedes r € (0,1)
[ee]

bezeichne r = .ri7y... die Bindrdarstellung von 7, i.e. r, € {0,1} fiir alle & und r = > r,27%. Sei
k=1

nun r € (0,1) fest gewihlt. Wir kénnen dann eine stetige Funktion f, : [0,1] — [0, 1] mit folgenden

Eigenschaften konstruieren:
(i) fr(0)=0und f.(1) =1,
(i) fr(z)=1—(3)* auf Iy fiir alle k = 1,2, ...
(iii) £, ist C9 mit f.(z) > 0 auf J; und f.(x) = 1 fiir alle z € J\J und k = 1,2, ...

(iv) f. ist C7 T (bzw. ist nicht CV*1) auf Jy fiir 7, = 1 (bzw. ry = 0).

Sei S, :=Gebiet, das vom Graphen von f., y = 0 und z = 1 eingeschlossen wird (dann erfiillt .S,

insbesondere (S)), und L, := (S,, [dzdy)).

2.7.13 LEMMA. Fiir alle r,r’ € (0,1) gilt L, ~j L./, aber L, »;y1 Ly, falls r # 1.
Beweis.  Seien 7 und r’ aus (0,1) mit r # ' gegeben. Zuerst konstruieren wir eine C’—konforme

Aquivalenz F : £, — L,: Sei (z,y) € S,. Definiere

y, falls y =1 — (%)k fir ein k = 1,2, ...
fro 71 (y), sonst

(beachte, daf f*(y) fiir y # 1 — (3)" eindeutig definiert ist). Behauptung:

(1) F(x,y) := (x,g(y)) ist eine C’~konforme Aquivalenz.
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F ist surjektiv, denn ist (z/,y') € S,» und y # 1 — (1)*, so existiert ¢ € (0,1) mit f,» (£) = y'. Dann
ist F'(2',y) = (2/,%) fiir y € f71 (¢). Also reicht es zu zeigen: g ist C7 mit streng positiver Ableitung.
Wegen (iii) ist g(y) C7 auf (1 —(3)¥,1— (3)**!) und mit positiver Ableitung auf jedem Intervall .Jj,.

Zusatzlich gilt:
(2) g(y) = y auf einer Umgebung von y =1 — (3)* fiir k =1,2, ...,

dennist y; <y=1-— (%)k < y2 und die Differenz aus y — y; bzw. y — yo hinreichend klein, so folgt
f ) € i mit

[ ) > sup(Tw), £t (y) = I,
und

S (w2) € Jrgr mit £ (y2) < inf(Tisa)-

Da f stetig und f A\ = 1 fiir alle 4 ist, ergibt integrieren (unter Beriicksichtigung der Randbedin-

gung lim f, () =1—(3)" = lim f (2)):
fule) =2+ () )

fiir € Jy, mit « > sup(Ji) und fr(z) =z + (3)*((3)" — 1) fir £ € Jyp41 mit @ < inf(Tpy1), wobei r
beliebig ist. Somit folgt

Fo (67 ) = Fo o~ (M) = D) =
und genauso
1 1 k 1 k
Fo (71 02)) = Fo (2 = () (5) = 1) = s,

woraus sich (2) ergibt. Also ist g(y) C7 mit ¢’(y) > 0 auch auf einer Umgebung von 1 — (1), und

somit auf ganz (0,1), d.h. F : £, — L, ist eine C7—konforme Aquivalenz, woraus (1) und der erste

Teil der Behauptung folgt. Wir miissen noch zeigen:

(3) Es existiert keine C7+'konforme Aquivalenz F : £, — L,

Nehmen wir das Gegenteil an. Wir zeigen zuerst, daf fiir konforme Aquivalenzen jeder Stufe
(4) F((Ir x R)NS,) = (I x R)N Sy und F((Jr x R)NS,) = (Jr x R) NS,

gelten mufl. Da S, (5) erfiillt, konnen wir F (z,y) = (a (), (y)) schreiben. Sei R ein maximales

Rechteck in £, bzw. £,,. Dann liegt die untere Kante in y = 0, die rechte Kante in x = 1, und die
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linke obere Ecke in graph(f,) bzw. graph(f..), wobei die linke, untere Ecke aus Jj fiir ein k = 1,2, ...
ist. Ein maximales Rechteck der Form

Ri = (asp, 1) x (0,1 — (%)k)

nennen wir speziell, den diese sind die einzigen maximalen Rechtecke, deren obere Kante (ohne die
Ecken) nicht vollstindig in S, und S, liegen. Jedes spezielle Rechteck in S, ist zugleich spezielles
Rechteck in S, und umgekehrt. Also permutiert F' die speziellen Rechtecke, und induziert daher eine
Bijektion N LN , wobei f durch die Beziehung F'(Ry) = Ry eindeutig definiert ist. Dann muff f
streng monoton sein (dies folgt direkt aus den Monotonieeigenschaften der Komponenten von F'), also
ist f =1d, d.h. F bildet jedes spezielle Rechteck auf sich selbst ab. Daraus folgt insbesondere, dafl die

Komponenten von F, a und 3, streng monoton steigend sind und
F(Ik X RQST) =1, xRNS,

gilt. Dazu schliefle man mit folgendem Schnittpunktargument: X —Linien der Form [, mit asx41 > @
diirfen mit der Y —Linie m auf y = {1—(3) k} NS, keinen Schnittpunkt haben, wohingegen X —Linien
l, mit > ag,41 mit m genau einen Schnittpunkt haben miissen. Damit haben wir (4) bewiesen. Wir
betrachten nun innerhalb der R; die Rechtecke

. 1
Ry, := (agk, agx+1) x (0,1 — (i)k)~

Da die obere Kante wieder ein Segment auflerhalb von S, bzw. S, ist, folgt analog zu oben, dafl

F (ﬁk) = Rk Also schlieflen wir aus der Stetigkeit von F', dafl das Segment x = agj41 unter F' wieder

auf sich selbst abgebildet wird. Aus der Bijektivitét von F folgt F(Ri\Rk+1) = Ri\Rk+1, also gilt
F((Jk X R)QST) = (Jk X R) N Sy.

Bezeichnet dann

TF = ((Jp x R)NS,)\Ry, und TF := int(TF),

so bildet F' T* C7t!—konform dquivalent auf 7% ab. Modulo der konformen Aquivalenzen aus 2.7.2
konnen wir annehmen, da8 T bzw. Tf, eine Lorentz—Fliache wie im Breaking Lemma definiert. Wegen
r # r’ sind aber f,. und f,» nicht beide C7*! iiber J fiir wenigstens ein k = 1,2, .... Dann folgt aber

aus dem Breaking Lemma, dafl entweder
" i1 T*! oder T i1 T!

— im Widerspruch zu unserer Annahme, aus welcher T* ~,1 T% folgt. Also gilt (3) und damit die

Behauptung des Satzes. |
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Aus 2.7.12 und 2.7.13 folgt dann sofort der

2.7.14 SAaTZ. Sei j = 1,2,... gegeben. Dann existieren tiiberabzidhlbar viele einfach zusam-
menhéingende Lorentz—Flichen, welche homéomorph bzw. C?—konform dquivalent, aber nicht C'—

bzw. CI+1 —konform #quivalent sind.

2.7.15 KOROLLAR. Es existieren iiberabzahlbar viele verschiedene C°°—konforme Klassen einfach

zusammenhéngender Lorentz—Flédchen.

Seien

Q = {(@y)|(@+4)7+(y+1)* <4} U(-3,0) x (-2,0),

C = {@y) | (@+42+(y+1)* = 4}

und

I''=Cn{z>-4}n{y > 0}.

Fiir p € T sei R(p) das maximale einbeschriebene Rechteck in @ mit einer Ecke in p, d.h. alle Ecken
von R(p) liegen in C. Umgekehrt ist jedes Rechteck, dessen Rand geschnitten mit 9@ genau vier
Punkte enthélt, von der Form R(p) fiir ein p € I'. Nun wéhle eine Sequenz von Punkten {p,} C T,

deren Ordinaten streng monoton steigend sind, wobei
p1 = (V3 —4,0) und p — (—4,1) fiir k — oo

gelten soll. Wir fixieren wie in 2.7.13 die Binérdarstellung von r € (0,1), d.h. r = .ryre... mit r; €
{0, 1}. Wir definieren rekursiv eine Folge {¢}.}: Ist rp = 0, so sei g, = pg; ist 7% = 1, so setze ¢, := ein
abgeschlossener Bogen in T', der p; enthilt, aber disjunkt mit ¢ _; U {ppy1} ist. Fir & = 1,2, ... sei
1}, :=Liniensegment, welche den Punkt mit der gréB8ten Ordinate von ¢ mit dem Punkt der kleinsten
Ordinate von qj, ; verbindet. Dann kénnen wir einen (stetigen) Bogen I, durch Verbinden der Punkte

q;, mit Hilfe der I] bilden. Wir definieren dann die Jordankurve
C, = (C\I)UT,,

die Flache
Q= Int(Cy) U (=3,0) x (—2,0)

und die Lorentz—Fliache

Ly = (Qra [dl’dyD
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Wir bemerken, dafl @, (S) erfiillt und:
(O) I' ist in jedem Rechteck R mit @), C R enthalten.

Dann gilt der

2.7.16 SATZ. L, ~¢ L, genau dann, wenn r = r1’.

Beweis. Nur die Hinrichtung ist nichttrivial. Nehmen wir also an, daf§ F': £, — £, ein konformer
Homoéomorphismus mit F(x,y) = (a(x), (y)) ist. Man beachte, dafl F auf I' wegen ([J) definiert ist.
Behauptung;:

(1) a und f haben positive Ableitung.

Da
I={y=-1}nQ,={y=-1}1nQy
das einzig maximale horizontale Liniensegment in @, (bzw. @Q,) ist, welches nicht die Kante eines in

Q. (bzw. Q,s) einbeschriebenen Rechteckes ist, gilt
F(I) = {(a(x),8(-1)) |z € (-=6,0)} = 1.

Das Rechteck

Ry = (V3 —14,0) x (—2,0)
ist maximal in der Menge der Rechtecke in @, (bzw. @,), von denen drei Kanten in 9Q, (bzw.
0Q),+) enthalten sind. Also bildet F' Ry auf sich selbst ab und mufl deswegen aus Stetigkeitsgriinden
den natiirlichen Durchlaufsinn von I erhalten, d.h. a muf} streng monoton und daher mit positiver

Ableitung sein. (1) folgt somit aus der Determinantenbedingung. Wir zeigen nun:
(2) gy, ist ein Punkt genau dann, wenn qzl ein Punkt ist.

Dann folgt » = 7. Um (2) zu zeigen, ordnen wir jedem Punkt p € T NT, (bzw. aus T NT,.) das
eingangs definierte Rechteck R(p) zu. Da keine weiteren Rechtecke in @, bzw. @, existieren, deren
topologischer Rand genau vier Punkte in 9Q), bzw. 9Q,~ hat, iiberfithrt F' jedes Rechteck R(p) fiir
p € 'NT, in ein Rechteck R(p’) fiir p’ aus ' NT,» Ware p € T, (bzw. p’ € T';.) nicht aus T, so wiire
p (bzw. p') aus einem der I} (bzw. I}') und kénnte daher nicht Eckpunkt eines Rechtecks mit vier
Ecken aus 0Q, (bzw. 0Q,+) sein: Der rechte, untere Eckpunkt von R (p) (bzw. R (p’)) wire aus Q.
(bzw. Q,). Mit anderen Worten, F induziert eine stetige Bijektion

f=Frar, = (ajrar,. Biror,.)
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zwischen I' N I';. und I' N I';». Die Zusammenhangskomponenten von I' N I',. bzw. I' N I, sind die gj,
bzw. q,zl, d.h. f induziert eine Bijektion 7 : N — N definiert durch f(qg) - q;'(k). Da aber die Ordinate
von f streng monoton steigend ist (siehe (1)), muf auch 7 streng monoton und deswegen die Identitit

sein. Aus der Bijektivitit von f folgt (2). [

Sei §? die zweiblittrige Uberlagerung von S := (—1,1) x (—=1,1)\ {(0,0)}, die man analog zu S,

néamlich durch Schlitzen und Verkleben entlang von (—1,0) nach (0,0) konstruieren kann, und
L2 := (S, [dzdy]) .

Man beweist genau wie in 2.7.5, da kein konformer Homdéomorphismus zwischen £2 und einer
Minkowski-Fliche existieren kann. Dann konstruieren wir fiir 7 € (0, 1) eine neue Familie von Flichen
S(r), indem wir Q, lings des Intervalls {y =0, —1 < 2 < 0} im 2. Blatt von S? ankleben. Wir erhal-
ten die Lorentz—Fliche L(r) := (S(r), [dzdy]). Jeder konforme Hom&omorphismus F : £(r) — E?!
wiirde zu einem konformen Homéomorphismus F : £2 — E?! restringieren, was aber, wie gerade fest-
gestellt, unmoglich ist. Umgekehrt induziert aber jeder konforme Homéomorphismus F : L(r) — L(r”)
durch Restriktion einen konformen Homdéomorphismus F : £, — L,.: Die der X—Linie x = —1 in L,
entsprechendne X —Linie in £(r) wird wieder auf sich selbst abgebildet, weil es die einzige Nullinie
ist, die nicht Kante eines in L£(r) einbeschriebenen Rechteckes sein kann. Da jede Y —Linie in £,
(betrachtet als Unterfliche in £(r)) diese Linie schneidet, gilt das Gleiche fiir die Bildlinien. Aus
Stetigkeitsgriinden folgt dann, dafl die Punkte in einer Umgebung der Klebelinie nicht aus £, heraus

abgebildet werden konnen. Also gilt r = r’ gemé$ 2.7.16 und wir erhalten damit den

2.7.17 SATz. Es existieren iiberabzédhlbar viele, nicht stetig konform é&quivalente, einfach zusam-

menhéngende Lorentz—Fldchen, jede davon nicht stetig konform dquivalent zu einer Minkowski—Fléche.

Abschliefend wollen wir noch ein Beispiel mit nichttrivialen Lorentz—Metriken auf Flichen unter-
suchen, die (S) nicht erfiillen. Es soll auerdem den Unterschied zwischen stetig und differenzierbarer
konformer Aquivalenz heraustellen. Dabei wird der schon anhand der Definition erkennbare Sachver-
halt deutlich, da8 konforme Homoomorphismen lediglich die ”Form” der Nullinien bewahren (vgl.
2.6.40 und den Begriff der topologisch orbitalen Aquivalenz). Um eine solche Beispielfamilie zu konstru-
ieren, verschieben wir nun @, um (1,1) in der (x, y)—Ebene und ziehen die Menge {y =0 | 1 > z > 0}

ab. Die so entstandene geschlitzte Flache nennen wir Qr und definieren dann die Minkowski-Fldche
L, = (Qr, [dzdy]).
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Die offenen Mengen
U = (Q-N{y > 0}) U(QrN{z < 0}) und Up = (—1,1) x (—1,0)
iiberdecken Qr. Die Karten

(U1, x1 = (21,91)) mit z1(2,y) =2, y1(2,y) =y

und
(U, x2 = (22,92)) mit za(z,y) = 2°, ya(x,y) =y,
induzieren eine glatte und orthoforme Ubergangsfunktion auf U; NUs = (—1,0) x (—1,0). Also erzeu-

gen (Uy,x1) und (Us, x2) eine glatte und orthoforme Struktur auf dem Hausdorff-Raum Q.; die so

erhaltenene Fliche bzw. durch die orthoforme Struktur definierte Lorentz—Flache bezeichnen wir mit
Q; bzw. Ly = (Qr, [A"]).

Dann gilt:

2.7.18 SATZ. L} ~q LA',T, aber L ist nicht C'—konform équivalent zu irgendeiner Minkowski—Fliche.
Beweis.  Wir zeigen, dafl die Identitéit ein konformer Homdomorphismus ist. Dazu reicht es zu
beweisen: Die Identitiit id : £* — L, ist beziiglich der orthoformen Strukturen von £, und L
positiv stetig orthoform. Sei z.B. p € Usy. Der Atlas auf QT ist durch die Identitdt gegeben. Dann gilt:
id o x5 *(z,y) = (¥/x,y), also sind die Komponentenfunktionen streng monoton steigend und stetig
(aber nicht C1). Auf U; erhalten wir die Identitiit. Also ist nach 2.6.39 die Identitiit ein konformer
Homoéomorphismus. Jedoch ist £* nicht C'—konform dquivalent zu irgendeiner Minkowski-—Fliiche.
Denn angenommen, F : £} — E*! wire ein C!—konformer Diffeomorphismus auf sein Bild. Definiere
die Unterfliche
Q" :=Qrn{z> -1},

die unabhéngig von der Wahl von r ist. Sei
E* = (Q*7[ F‘Q*])

Dann restringierte F zu einer C'—konformen Aquivalenz zwischen £*und F(£*). Dann reicht zu
zeigen:

L* ist nicht C' — konform #quivalent zu irgendeiner Minkowski-Fliche.

Angenommen, F : £* — E*! wire eine C'—konforme Aquivalenz auf sein Bild. Da die Bilder der
Nullinien von £* = (Q*, [hTQ]) und (Q*, [dzdy]) dieselben sind, induziert E*! eine natiirliche Zeitori-

entierung auf £* und damit einen natiirlichen Durchlaufsinn auf den Nullkurven von £*. Also kénnen
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wir modulo Rotation um 7 annehmen, daf§ F' den natiirlichen Durchlaufsinn der X — und Y —Kurven
erhilt. Seien 4t bzw. 4~ die X —Linien, die durch y = L bzw. y = _71 in £* gegeben sind. Sei

1 _ _ 1
W=t (@ 5) |2 <0} und g =47 N {(@,—3) |# < 0},

Sind p € yTund ¢ € vy~ zwei Punkte, die auf der gleichen Y —Linie in Q* liegen, so befinden sich auch
F(p) und F(q) auf der gleichen Y —Linie. Dann gilt fiir

G:= {p el (’y+) | Y — Linie durch p schneidet F ('y’)} ,

daB F (vf) € G. Sei dann f: G — F(y) die Abbildung, die jeden Punkt p’ € F(y") auf den
korrespondieren Punkt ¢’ € F(y~) abbildet (d.h. p’ und ¢’ liegen auf der selben Y —Linie), falls dieser
existiert. Dann ist f ein Diffeomorphismus und insbesondere auf F (7¢) definiert, und das Bild von f
enthélt F (v, ) als echte Untermenge. Wir definieren f:= F~'o f. Dann ist f ein Diffeomorphismus
von T in 47, dessen Bild v, echt enthilt. Gilt f((z,1)) = (o(z),—3) fir =1 < z < 1, so ist
Xa|y- 00 0id+ (x) = 03 (z) eine Abbildung der Klasse C' mit strikt positiver Ableitung und o(z) = x

bzw. o (z) =1 fiir —1 < 2 < 0. Dann folgt aber

d 30 _o20d o9
dx(a)—3a dxa—?)o,
d s , S
d.h. %(a ) — 0 fiir x — 0, Widerspruch. [ |

Wir haben gezeigt, da8 L fiir jedes r € (0,1) nicht C'—konform #quivalent zu einer Minkowski—
Flache ist. Dann folgt wie fiir die Lorentz—Flichen £,, da8 £} ~¢ £, dann und nur dann gilt, wenn

r = r’ ist. Damit ergibt sich der

2.7.19 SATz. Es existieren iiberabzédhlbar viele einfach zusammenhéngende, paarweise nicht stetig
konform &quivalente Lorentz—Flédchen, jede konform homdéomorph zu einer Minkowski—Flédche, aber

nicht C'—konform équivalent zu irgendeiner Minkowski-Fliche.

Diese Resultate lassen wenig Hoffnung auf d&hnlich einfache Klassifikationsresultate wie in der Theorie
der Riemannschen Flichen. Jedoch kénnten vielleicht durch weitere — nicht unbedingt topologische

— Zusatzbedingungen stirkere Ergebnisse erzielt werden. Man vergleiche dazu folgendes Resultat:

2.7.20 SATZ. Es existieren genau 21 Aquivalenzklassen beziiglich ~q in der Klasse der beschriinkten,
konvexen Minkowski-Fléichen, die symmetrisch beziiglich einer Nullinie in E?! sind.

Beweis.  Siehe [Sm96]. [
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2.8 Ideale Rinder

Bei der Besprechung der Beispiele aus Abschnitt 2.7 bemerkten wir, dafl auf einfach zusam-
menhingenden Flichen ein Grofiteil der konformen Information im Schnittpunktverhalten der
Nullinien kodiert wurde, und zwar auch und vor allem in den ”virtuellen” Schnittpunkten im ”Un-
endlichen”. Diese Beobachtung fithrte auf einen Randbegriff, den man als unendlich fernen Horizont
interpretieren mag und sich aus der Kompaktifizierung der Nullinien ergab. Diesen Ansatz werden
wir nun fiir einfach zusammenhéngende Lorentz—Flichen formalisieren, was zu der Konstruktion einer
wichtigen konformen Invariante, des sogenannten idealen Randes fiihrt. Dabei sei darauf hingewiesen,
dafl derartige Randbegriffe auch fiir Riemannsche Fliachen (vgl. z.B. die Abschnitte I.13 A und 1.13 D
in [AhSa60]) oder in der Kausalitidtstheorie (siehe [BeEhEa96], Abschnitt 6.4) betrachtet werden.

In diesem Abschnitt sei £ = (S, h) eine einfach zusammenhingende, zeitorientierte Lorentz—Fliiche.
Wie {iblich betrachten wir auf zeitorientierten Lorentz—Fliachen stets Karten aus 21, und alle konfor-
men Aquivalenzen sollen ebenfalls die natiirliche Orientierung der Nullinien respektieren. Die zitierten
Aufgaben beziehen sich auf [We96].

2.8.1 Die Konstruktion des idealen Randes

Wir folgen im wesentlichen den Ideen des Artikels [Ku85] und des 4. Kapitels aus [We96].

Der Grund fiir die Betrachtung einfach zusammenhéngender und zeitorientierter Lorentz—Flichen

besteht darin, dafl
e jede Nullinie eine Einbettung ihres Definitionsbereiches ist (vgl. 2.5.18),

e wir jeder Nullinie eine natiirliche Orientierung zuweisen kénnen und auf einer Umgebung jeder

Nullinie ein isotropes Koordinatensystem aus le definiert ist (vgl. 2.8.20) und
e der Kurvensatz von Jordan gilt (vgl. 2.2.11 und 2.2.12).

Wir beginnen mit der Konstruktion des idealen Randes. Dabei soll der abstrakte Randbegriff mit dem
in 2.7.7 definierten iibereinstimmen. Wir wollen uns daher stets Minkowski-Fléchen der Form Ly, (),

wobei I' ein C''—Jordanbogen ist, vor Augen halten.

2.8.1 DEFINITION. Eine Folge (a,) C S heifit K—Folge entlang -y, falls
(i) eine Nullinie vy : I — S und

(ii) eine streng monotone Folge (t,) C I mit v (t,) = a,, existiert, so daf§
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(iii) (ay) nicht in S konvergiert.

Dabei sprechen wir von einer rechten K — Folge, falls die Folge (t,,) aus (ii) streng monoton steigt, und
von einer linken, falls sie streng monoton féllt. In diesem Sinne sprechen wir von der Richtung einer

K —Folge. K bezeichne die Menge aller K—Folgen in S.

2.8.2 DIE KONSTRUKTION DES IDEALEN RANDES. Wir konstruieren den idealen Rand in vier
Schritten: Seien (a,), (b,) € K.
(i) Wir definieren eine Relation ~ auf K wie folgt: (a,) ~ (by,) gelte genau dann, wenn beide K —Folgen
in die gleiche Richtung zeigen und eine Nullkurve v mit a,,b, € v fiir fast alle n € N existiert. Die
Aquivalenzklasse [(a,)] = [(bn)] schreiben wir v bzw. v~ bzw. generisch v, falls wir die Richtung
nicht hervorheben wollen, und nennen sie (rechten bzw. linken) Endpunkt. Eine Nullkurve, die nur
positive bzw. negative K —Folgen enthélt, nennen wir rechtes bzw. linkes Nullende und schreiben dafiir
auch v 1T bzw. v |. Ist also v : (a,b) — S der maximale Definitionsbereich einer Parametrisierung von
v, so definieren die Nullstrahlen [c,b) bzw. (a,c] rechte bzw. linke Nullenden. In diesem Sinne reden
wir auch von dem rechten oder linken Nullende v 1, bzw. v |, ab p = v (c). Enthélt eine Nullkurve
ein positives bzw. negatives Nullende, so sprechen wir einfach von einem Nullende. Wir definieren die
Menge der Endpunkte? € = (K/ ~).
Um unsere Vorstellung von Schnittpunkten im ”Unendlichen” zu formalisieren, miissen wir aber noch
gewisse Endpunkte untereinander identifizieren, denn ein Endpunkt kann von verschiedenen Nullinien
aus approxomiert werden. Dies geschieht in den folgenden drei Schritten:
(ii) Seien ™, 8 € £. Wir sagen, dafl a® nach 3°° zeigt und schreiben dafiir a«®  3°°, falls eine
Karte (U, x) von £ mit folgenden Eigenschaften existiert:
(a) x(U) ist kompakt in R?,
(b) an, b, € U gilt fiir fast alle n € N, und es ist
(c)

lim x(an) = lim x(b,) = ¢ € 0x(U),

wobei ¢ die Ecke eines Rechteckes R in x(U) mit R\{q} C x(U) ist. Dabei gelte weiterhin: Sind & und
w die an ¢ liegenden Kanten und benennt o diejenige Kante, die durch eine Drehung in x(U) gegen
den Uhrzeigersinn in p iiberfithrt werden kann, so ist a,, € x~!(o) und b,, € x~*(u) fiir fast alle n. Die

Benennung der Kanten ist eindeutig, denn kénnten beide an ¢ liegenden Kanten durch Drehung gegen

2Im einem gewissen Sinne kann man die Endpunkte als w— bzw. a—Punkte analog zu 1.5.22 auffassen, allerdings

mit dem Unterschied, dafl die Endpunkte virtuell und nicht der Flidche zugehorig sind.
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den Uhrzeigersinn in x(U) ineinander iiberfithrt werden, wére wegen ¢ = lim x(a,) = lim x(by,) und
2.8.1 (iii) S nicht einfach zusammenhéngend.

Anschaulich bedeutet dies folgendes (vgl. [Ku85], Abschnitt 2.4): Sei beispielsweise [ eine X —Linie,
und m eine Y —Linie mit ! N'm = (), und (a,) und (b,) zwei K-Folgen entlang | bzw. m. Gemil
der eingangs gemachten Bemerkung kénnen wir in einer Umgebung von [ Nullkoordinaten x = (z,y)
einfiihren, so da x(I) = {y = 0} ist. Angenommen, es existiert ein € > 0 derart, dafl das Y —Segment
{(z,y) | € < y < 0} einem Y —Segment in m sich beliebig nidhert (wobei “beliebig nah” intuitiv zu
verstehen ist). Dann gilt It~ m™T.

(iii) Wir sagen, dal > indirekt nach 5°° zeigt und schreiben dafiir a«® ', 3°°, falls eine endliche
Familie von Endpunkten {a§°}j, C £ mit af® = a®, oy = > und af® /o9, firi=0,..,n -1
existiert. Die Familie {a$°}?_, heifit die von a® nach §* fithrende Liste.

(iv) Wir sagen, dafl o dquivalent zu 5> ist und schreiben dafiir o = 5, falls o> = °, o>

B oder B /' a™ gilt. 2 ist trivialerweise eine Aquivalenzrelation.

2.8.3 DEFINITION. Die Menge 0S := £/ = heifit idealer Rand von £. Die Aquivalenzklassen nennen
wir ideale (End—)Punkte und schreiben diese [a™], wobei o ein Nullende ist. Die Menge L£L:=S U S

nennen wir fortgesetzte Lorentz—Fléche.

2.8.4 BEISPIELE.
(i) Sei U = Int (T'), wobei I' ein C!—Jordanbogen ist. Dann gilt U = I'. Betrachten wir konkret die

Lorentz—Flache

({(z,y) | 2* +y* <1}, [dedy]),

so entsprechen in der Schreibweise von 2.8.2 die Randpunkte (1,0), (0,1), (=1,0) und (0, —1) respek-
tive den idealen Punkten [1?670)], [mao)], [l(_o,o)] und [m(_o,o)}' Fiir die Randpunkte aus den Kreissek-
toren ' N{z,y >0}, T'N{zx <0,y >0}, T'N{zx <0,y <0} und I'N{z > 0,y < 0} gilt respektive
1™/ m*, also [I*] = [m*],m™ 71 ,also [m*]=["],1" /m ,also [["]=[m~]und m~ 71T,
also [m~] = [I'1].

(i) Wir betrachten wieder die punktierte Ebene S = R?\{0}. Sei mq die negative y—Achse, [; die
positive x—Achse, mo die positive y—Achse und I3 die negative z— Achse. Alle vier Nullinien miinden
bzw. beginnen im Ursprung. Weil S nicht einfach zusammenhéngend ist, kénnen wir die Relation
nicht sinnvoll definieren (denn die Benennung der Kanten wire nicht eindeutig, vgl. 2.8.2 (ii)); wir

betrachten daher die universelle Uberlagerung S aus 2.7.5 (i). Dann war 44, der Lift in die k—te
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Kopie von m;, falls ¢ gerade, und von [;, falls ¢ ungerade ist. Dann finden wir

mg U S my S Ve S Ve S

Wir kénnen diese Liste auch nach unten fortsetzen, indem wir weitere Kopien von S an der noch freien
Kante von S = S ankleben (vgl. 2.7.5 (1)) und die entsprechenden Hebungen v, _; fiir negative ganze

Zahlen k betrachten. Dann finden wir

--~/'7:3/"Y:2/'7i1/‘m6r/-~-~

Den durch diese Nullinien definierte ideale Endpunkt ... = [yT,] = [m{] = [I{] = [m5] = ... nennen

wir w.

Das letzte Beispiel zeigt, dal die auftretenden Listen unendlich lang sein kénnen und weder Anfangs—
noch Endpunkt besitzen miissen. Jedoch sind Listen der Form ... /' m™* /1= /m~ /1T / .. kein
Zufall:

2.8.5 LEMMA.
(i) Seienl und m eine X — bzw. Y —Linie in S mit [[*°] = [m®°]. Dann treten nur die Félle [t /' m™,

= /m~,m" /1" und m~ /I auf.

(ii) Seien I’ und m’' eine weitere X — bzw. Y —Linie in S. Gilt ' /' m® und I*® ,/ m™, so folgt
! =1 und I'® = [°°. Genauso gilt, daBl aus I*°® /* m®> und [*® /' m'* m =m' und m*> = m/>®
folgt. Insbesondere ist die von einem Nullpunkt zu einem anderen Nullpunkt fiihrende Liste
eindeutig.

Beweis. (i) Insgesamt kénnen acht Fille auftreten: [T/ m™, 1= /m~, m* /1=, m~ /1" und
™/ m=, 1=/ m*t,m* /1T, m~ /1. Anhand der Definition 2.8.2 bzw. 2.8.4 (i) ist klar, daf} jede
Minkowski-Fliche mit kompakten Abschlufl hochstens die ersten vier Fille realisieren kann, und da
der Fall einer allgemeinen Lorentzfliche durch 2.8.2 (ii) auf den einer Minkowskifldche mit kompakten
AbschluB zuriickgefiihrt wird, folgt die Behauptung.

(ii) Um die Notation zu fixieren, nehmen wir z.B. [m*>] = [m™] an. Dann gilt nach (i):
() =[] = [m "] = [1>] = [I"].

Es bleibt zu zeigen: [ = I’. Nach Vorraussetzung existieren K —Folgen (a,), (b,) und (b)) und Karten
(U, x), (U',X) mit
lim x(bn) = lim x(a,) = lim x'(b},),

d.h. x(by,) und x/(b),) liegen entlang derselben Kante. [ |
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Um weitere Aussagen iiber den idealen Rand beweisen zu kénnen, bendtigen wir zuerst ein technisches,

aber intuitiv einsichtiges Lemma (vgl. auch den Beweis von Satz 2.5 aus [Ku85]):

2.8.6 LEMMA UND DEFINITION. Seien o™ und $°° zwei Endpunkte mit > '/ (3°° und Liste
{ag°} | (vgl. 2. 8. 2 (iii)). Dann existiert ein einfacher, nicht geschlossener und stickweise glatter
Bogen A in S, der aus n (glatten) Nullbogen besteht, in einem Punkt r1 € a1 = « beginnt, in einem
Punkt r, € o, = 0 endet und die Nullinie y;, die das Nullende «; enthdlt, genau in einem Punkt
r; € «; schneidet. Dabei kann A so konstruiert werden, daff AN K = () fiir eine fest vorgegebene
kompakte Menge K in S gilt. Einen solchen Bogen A nennen wir o, 3°°—7Zug und das zugehdrige n
die Lange von A. Insbesondere folgt: Jede Erweiterung eines o, 3°°—Zuges A der Linge n zu einem
X, Y —Polygon hat mindestens n + 1 Ecken, die nicht aus A sind.

Beweis.  Siehe Lemma 18 und das zugehorige Korollar auf S.59 in [We96]. [

2.8.7 KOROLLAR. Die Fille
vt vt e v vt v v St

sind unmdoglich.
Beweis.  Ein vy,v;—Zug ist entweder geschlossen oder schneidet die Nullinie 73 = 7, in zwei

verschiedenen Punkten, im Widerspruch zu 2.8.6. Gleiches gilt fiir die {ibrigen Fille. |

Um die auf 2.8.6 fuflenden Beweistechniken zu demonstrieren, sei stellvertretend der folgende Satz

bewiesen:

2.8.8 SATZ. Zwei verschiedene Nullinien 1 und o mit [v{°] = [y5°] kénnen nicht die gleiche Nullinie
schneiden.

Beweis. Nehmen wir 0.B.d.A. v; /" ~2 an. Schneiden -; und +y, dieselbe Nullinie v in £, so sind
~1 und o Nullinien gleichen Typs. Sei 4 der Nullbogen in 7, der p; € 1 Ny mit p € v5 Ny verbindet
(eventuell besteht 4 nur aus einem Punkt). Dann ist 4 kompakt, und wir kénnen einen v¢°,v§° —Zug
konstruieren, der 4 nicht schneidet. Weil 7, und 2 Nullinien gleichen Typs sind, muf3 die von ; nach
vo fithrende Liste mindestens drei Endpunkte aufweisen (vgl. 2.8.5), und die Linge von A betréigt
mindestens 3. Dann setzen wir A zu einem einfach geschlossenen Bogen I' fort, indem wir von r,
nach py entlang 72, dann iiber 4 nach p;und von p; nach r; entlang ~; gehen und schliellich {iber
A zuriicklaufen. Dann ist T ein X, Y —Polygon mit hochstens zwei Ecken in p; und ps, die nicht in A

liegen, im Widerspruch zu 2.8.6. |
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2.8.9 SATZ UND DEFINITION.

(i) Die Vereinigung eines Nullende v mit seinem (oder seinen) idealem(-n) Endpunkt(en) heifst
vollstdndiges Nullende, das wir v schreiben. Dann gilt: Fortgesetzte Nullinien sind entweder

identisch oder schneiden sich in héchstens einem Punkt in L.

(ii) Seien nun 71, Y2 und 73 drei fortgesetzte Nullinien, die sich paarweise in den Punkten p € 1Nz,
q €2 NA3 und r € 7 N7 schneiden. Dann sind p,q,r € L verschieden und die Vereinigung
von p,q und r und aller Punkte, die zwischen diesen auf den Nullinien 71, 73 und 73 liegen,
heifit fortgesetztes Null-Dreieck mit Ecken in p,q und r. Dann gilt: Auf L existieren keine
fortgesetzten Null-Dreiecke.

Beweis.  Siehe Theorem 3 und 4 in [We96]. |

DIE CHARAKTERISTIK EINES PUNKTES. Seiw = [a®] € d€ und Q = {y*° | [y*°] = w} die Menge aller
Représentanten von w. Weil jede Lorentz—Fléche nach Vereinbarung das zweite Abzahlbarkeitsaxiom
erfiillt, ist (2 hochstens abzédhlbar unendlich. Weil fiir a®, > € Q stets a> 7 5, 6> /7 a™®
oder a® = [ gilt, induziert die Relation  ein induktive Ordnung auf €2, d.h. wir kénnen jedem
w € dL eine induktiv geordnete Kette (w) der Form ... /" a1 " ag / a1 / ..., das sogenannten

Symbol von w, zuordnen.

2.8.10 DEFINITION
(i) Die Funktion
o :dL — NU{—o00,+00, o0},

definiert durch

card ((w)), falls (w) endlich
o(w) =14 —oo0 bzw. + oo, falls (w) kein kleinstes/gréBtes Element hat

+oo, falls {(w) weder kleinstes noch grofites Element hat

heifit Charakteristik des idealen Randes.

(ii) Ein idealer Punkt w € dL heifit nichtcharakteristisch, falls o (w) = 2 und charakteristisch an-
dernfalls.

(iii) Gilt fiir die Charakteristik o = n € N, so nennen wir £ eine Lorentz—Fldche der Charakteristik

n.
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2.8.11 BEMERKUNG. Das Symbol eines nichtcharakteristische Punktes wird nach 2.8.5 entweder
durch It / m™, m* /17,1" / m~ oder m~ /' IT gegeben. Jeden nichtcharakteristischen Punkt
kénnen wir demnach als Punkt vom Typ {IT,m™}, {m™*,I7}, {I",m~} und {m~,I"} klassifizieren
(dies entspricht den Typen si,t_,s_ und t; aus 2.10 in [Ku85]) . Ist insbesondere £ eine Lorentz—

Flache der Charakteristik 2, so zerfillt d£ in die vier disjunkten Teilmengen dieser Typen.

2.8.12 BEISPIELE.
(i) Die einzigen charakteristischen Punkte der in 2.8.4 (i) betrachteten Lorentz—Fliche sind (1,0),
(0,1), (—=1,0) und (0,—1).
(i)

D*' = ({-1 <y —2z < 1},[dzdy]) und —D*' := ({-1 <z +y < 1}, [dzdy])
stellen den Prototypen von Lorentz—Flidchen der Charakteristik 2 dar. Diese Lorentz—Flachen kénnen
als Analogon zu D aus 2.1.9 (iii) angesehen werden (vgl. 2.8.32).
(iii) Fiir den Punkt w®™ aus 2.8.4 (ii) gilt o (w™) = fo0. Betrachtet man nur die positiven Kopien Sy,
von S = R?\{(0,0)} (also die Lorentz—Fliche £>°) und definiert analog zu 2.8.4 (ii) den Punkt w®,
so gilt o (w*) = +00. Genauso findet man fiir die negativen Kopien o (w*>) = —oco bzw. o (w™) = n,
falls wir nur n Kopien an S ankleben. Die Charakteristik kann also alle Werte aus NU {—o0, +00, =00}

annehmen.

TOPOLOGISIERUNG DES IDEALEN RANDES. Um eine Topologie auf dem idealen Rand zu definieren,
geben wir eine Unterbasis einer Topologie T der erweiterten Lorentz-Fliche £ an, die auf £ die alte
Topologie induziert. Durch Einschrankung auf d£ erhalten wir schliellich eine Topologie auf dem

idealen Rand. Wir beginnen mit folgendem

2.8.13 LEMMA. Sei v eine Nullinie. Dann hat S\y genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Da « einfach ist, folgt, dafl es héchstens zwei Komponenten geben kann. Angenommen, S\~
héitte nur eine Komponente, wire also bogenzusammenhéngend. Sei v 0.B.d.A. eine X —Kurve. Wir
wihlen ein p € v und Nullkoordinaten x = (x,y) um p, so dafi x (UN~) = {y = 0}. Sei 7 eine zu
~ transversale Kurve durch p und ¢4 und g_ zwei Punkte aus 7 mit y > 0 bzw. y < 0. Da geméf
unserer Annahme S\ bogenzusammenhiingend sein soll, kénnen wir ¢4 und ¢_ durch eine Kurve
a in S\7 miteinander verbinden. Die Kurve I', die von ¢4 nach ¢_ entlang o und von g_ nach ¢4
entlang von 7 geht, ist dann offensichtlich ein (stetiger) Jordanbogen. Nach Satz 2.2.11 bzw. 2.2.12
ist also K = Int(I') kompakt, und enthélt das positive oder negative Nullende vy T, bzw. v |, —
Widerspruch zu 2.5.18. |
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Fiir jede Nullinie ~ erhalten wir also zwei nichtleere, offene und disjunkte Mengen. Diese bezeichnen
wir mit Z/{ﬁ/+ und U7, wobei das Vorzeichen wie folgt gewéhlt werden soll: Sei 4 eine weitere Nullinie,
die v in p schneidet. Sei dann Z/{j‘ bzw. U diejenige Komponente, die das rechte bzw. linke Nullende
ab p von 4 enthélt. Diese Einteilung ist unabhéngig von dem fixierten 4: Sei 41 eine weitere Nullinie,
die 7 in einem Punkt p schneidet. Nach 2.8.20 existiert eine Rechteck—Karte (U, x) aus 2[2+, die den
Nullbogen zwischen den Schnittpunkten p und p; enthélt. Diese bildet 4 T, NU und 4; T,, NU auf
dieselbe Seite beziiglich x (U N~y) ab. 4 und 4, ergeben also die gleiche Bezeichnung. Wir definieren
dann

dU = {w = [v™] € dL | v ist linkes oder rechtes Nullende in 2 }\ {[y*],[v "]}

und genauso
dU; :={w = [v>°] € dL | v ist linkes oder rechtes Nullende in 2 }\ {[y*],[v"]} -

Sei dann

gt gt +
U, =Urudu.

% sei dann die von den Mengen Hf erzeugte Topologie auf £. Restringiert auf die Lorentz-Fliche £
erhalten wir die alte Topologie zuriick (vgl. Aufg. 4.3.6).

Wir weisen darauf hin, dafi die soeben eingefiihrte Topologie aus [We96] von der in [Ku85] benutzten
abweicht (siche die Diskussion S.69 ff. in [We96]). Die von Kulkarni vorgeschlagene Topologie weist
einige Nachteile auf, z.B. gilt 2.8.16 (i) nicht mehr, da man leicht isolierte Punkte als Schnitt zweier
offener Mengen erhélt.

Als Eigenschaften von ¥ notieren wir:

2.8.14 SATZ.
(i) dL ist Hausdorffsch

(ii) dL ist parakompakt.

(iii) dL besitzt keine isolierten Punkte.

Beweis. (i) Siehe [Sm96].

(ii) Siehe [Sm?].

(iii) Siehe Theorem 7 in [We96]. |

2.8.15 DEFINITION. L heifit regulér (im Unendlichen), falls dL eine topologische 1—Mannigfaltigkeit

definiert, d.h. ein parakompakter Hausdorff-Raum, der lokal homéomorph zu R ist.
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2.8.16 BEISPIELE.

(i) Ist T eine C''—Jordankurve in R?, so ist

homoéo-

dLrnyry = .
morp

d.h. man kann I als hom&omorphe Realisierung des idealen Randes betrachten; insbesondere ist Lr,,4(r)
reguldr (vgl. Aufg. 4.3.3 aus [We96]). Allerdings mufl auch fiir diese Topologie der ideale Rand einer
Minkoswki-Fliche nicht immer mit der von E?! induzierten Topologie zusammenfallen, selbst wenn
dl = 9L gilt (vgl. Figur 26 b in [We96]).

(ii) Jede Umgebung von w™ ist nicht zusammenhéngend, insbesondere ist £°° nicht regulir.

2.8.17 BEMERKUNG. Unsere Konstruktion des idealen Randes verallgemeinert den in 2.7 eingefiihrten
Begriff. Insbesondere kann jeder konforme Homo6omorphismus F : L9 — Lo zwischen zwei
einfach zusammenhéngenden, zeitorientierten Lorentz—Fldchen zu einem eindeutig bestimmten
Homéomorphismus F : £; — Lo fortgesetzt werden, und die Einschrinkung F‘aﬁl 2 0Ly — 0Lo
ist ein Homdomorphismus zwischen den Réndern (siehe Aufg. 4.3.7 aus [We96]). Die Existenz eines
solchen Homdomorphismus impliziert aber noch nicht Fortsetzbarkeit auf die gesamte Lorentz—Fléche
(siche [We96], S.71 f.). Der ideale Rand kodiert also nicht die gesamte konforme Information einfach

zusammenhéngender, zeitorientierter Flachen.

2.8.2 Der Abbildungssatz von Kulkarni und weitere Anwendungen

Wir wollen nun ideale Rénder miteinander vergleichen und untersuchen, inwieweit die Kenntnis des
idealen Randes auf die zugehorige konforme Klasse der Lorentz—Fléache schlieen 1d8t. Da die Beweise,
auch und vor allem der anschaulich einsichtigen Tatsachen zum Teil technisch aufwendig sind, wollen
wir uns mit der Darstellung der wesentlichen Ideen begniigen und lediglich die Schritte hervorstreichen,

die die Niitzlichkeit des Randkonzeptes beleuchten.

Um die nachfolgenden Konstruktionen zu motivieren, betrachten wir zunéchst ein elementares Beispiel:
E2! ist offenbar eine Lorentz Fliche der Charakteristik 1. Wie konnen wir aber nun den idealen
Rand zumindest lokal als ”Kompaktifizierung” von E?! auffassen? Nach dem Modell-Lemma ist die
Minkoswki-Ebene konform &quivalent zum Quadrat (—1,1) x (=1, 1), dessen idealer Rand durch den
topologischen Rand minus der Eckpunkte gegeben wird. Dabei induziert jede Nullinie zwei ideale
Punkte. Betrachten wir z.B. das horizontale Liniensegment I = (—1,1) x {1}. Wir kénnen dann jeden

idealen Endpunkt, der durch I repréisentiert wird, mit einem Punkt von [y, der X —Linie durch den
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Ursprung, identifizieren. Umgekehrt kénnen wir aber auch I als Graphen der konstanten Funktion f+ :
(=1,1) —» R mit f = 1 auffassen. Intuitiv erscheint es ohnehin nicht abwegig, den idealen Rand lokal als
Graph einer noch zu definierenden Funktion anzusehen; die Bildpunkte, also die Elemente des idealen
Randes, wiren demnach als kompaktifizierende Randpunkte der im ”Graph” miindenden Nullinien
zu interpretieren. Um diesen Ansatz zu formalisieren, erweitern wir den schon in 2.6 eingefiihrten

Spannbegriff:

2.8.18 DEFINITION. Seien A und p zwei Nullkurven in S mit AN p # (. Dann nennen wir die Menge

sp (A, p) == sp(A) Nsp(p) den von A und p erzeugten Spann.

2.8.19 BEMERKUNG. Wie bereits in 2.6.15 angemerkt, ist sp (A) bzw. sp (u) offen, mithin ist auch der
von A und p erzeugte Spann sp (A, 1) offen. Ferner sind auf einfach zusammenhéngenden Flichen die

Mengen sp (M), sp (1) und sp (A, ) ebenfalls einfach zusammenhingend (siehe Lemma 22 in [We96]).

Seien a und (3 zwei Parametrisierungen von A und g, die die natiirliche Orientierung respektieren,
und sei a (0) = 3(0) = A N p. Wir definieren die Abbildung x : sp (\, u) — R? durch x (q) = (z,v),
wobei ¢ € M (2) Nigy) gilt. Augenscheinlich iiberfiihrt x glatte Parametrisierungen von Nullinien aus
sp (), p) in glatte Parametrisierungen von Nullinien aus E2! und erhélt den natiirlichen Durchlaufsinn.

x definiert also gemifl 2.6.31 eine Karte aus Ql?LJr. Damit haben wir faktisch bewiesen:

2.8.20 SATZ. Sei L eine einfach zusammenhéingende Lorentz—Fléche. Jeder von zwei (sich schnei-
denden) Nullkurven erzeugte Spann ist konform—dquivalent zu einer Minkowski—Fléche. Insbesondere
existiert um jede Nullinie [ bzw. m eine Umgebung U und eine Karte x : U — R? mit x (1) = {y = 0}
bzw. x (m) = {z = 0}.

2.8.21 BEMERKUNG. Es ist wesentlich, die Lorentz—Fléche einfach zusammenhéingend vorauszuset-
zen, um die Wohldefiniertheit von x zu gewéhrleisten; der Satz ist z.B. falsch auf einem Torus mit

dichten Nullinien.

Die fiir Satz 2.8.20 konstruierten Karten héngen natiirlich von der zu Grunde liegenden
Parametrisierung der Nullkurven ab. Wir arbeiten im folgenden mit Parametrisierungen o und 3 der
Form (—1,1) — S. Die hieraus resultierenden konformen Aquivalenzen nennen wir Spannkarten. Das
Bild von sp (A, 1) unter einer Spannkarte schreiben wir Sp (A, ¢) und nennen es den parametrisierten

(A, 1) —Spann. Sp(\,p) ist also eine offene Menge in R? um den Ursprung, iiber deren ”Form”
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wir qualitative Aussagen unabhingig von der speziellen Parametrisierung machen kénnen (vgl. auch
[We96], S.91 fI., deren Bezeichnungen wir groitenteils iibernehmen). Dazu betrachten wir die Menge
F(z) == {y € R|(z,y) € Sp(A\,u)} und definieren die Funktionen f*,f~ : (—=1,1) — R durch
fT (z) = Kkleinste obere Schranke von F (z) und f~ (z) = grofite obere Schranke von F () (analoge
Uberlegungen kann man auch fiir die Menge G (y) := {x € R | (z,y) € Sp (), )} anstellen, siche S.92
in [We96]). Dann gilt die Ungleichung

“1=f(O)<f (@) <0< fH@)<fH0)=1,

und nach Konstruktion ist graph (f*) C 9Sp (\, u). Insbesondere enthilt also graph (f*) die Rand-
punkte aller maximalen vertikalen Liniensegmente in Sp (A, ) (und von denen nach unserer intuitiven
Vorstellung zumindest ein Teil als ideale Punkte zu betrachten sind). Der folgende Satz macht eine

erste Aussage iiber das Randverhalten von Sp (A, p):

2.8.22 SATZ.
(i) Die Abbildung f* : (—=1,1) — [0, 1] ist monoton steigend auf (—1,0] und monoton fallend auf
[0,1). Die Abbildung f~ : (—1,1) — [0, 1] ist monoton fallend auf (—1, 0] und monoton steigend
auf [0,1).

(i) Sei v eine Nullinie in E?'. Dann ist vy Sp (\, ) entweder leer oder ein Liniensegment (vgl. auch

Eigenschaft (S) aus 2.7).

(iii) Sei A := Sp (A, p) \ {graph (fT) U graph (f~)}. Ist A # 0, so ist jede Zusammenhangskompo-
nente von A ein vertikales Liniensegment J entlang x = xq # 0, das die x— Achse nicht schneidet,
falls |xg| # 1. Dabei gilt: Ist |xg| = 1, so enthélt J keinen seiner Randpunkte. Ist |xg| # 1, so
enthélt J den Randpunkt grofierer Ordinate.

Beweis.  Siehe Lemma 26, Aufg. 5.2.15 und Aufg. 5.2.18 in [We96]. [

Unser Augenmerk richtet sich nun auf den topologischen Rand von Sp (A, u). In 1.7 sahen wir bereits,
daB der ideale Rand im allgemeinen echt im topologischen Rand enthalten war; man denke z.B. an die
zweite Beispielfamilie, die aus Dreiecken bestand und deren Spitzen augenscheinlich nicht im idealen
Rand enthalten sind. Den idealen Punkten miifiten diejenigen Punkte aus 9Sp (A, i) entsprechen, die
wir entlang der Nullinien erreichen konnen. Wir definieren also: L := {p € 9Sp (A, i) | es existiert
eine konvergente Folge (p,) mit p, — p und alle p, liegen in derselben horizontalen Nullinie des
E21} = {Randpunkte horizontaler Liniensegmente in Sp (A, )} und genauso M := {p € dSp (A, 1) |
es existiert eine konvergente Folge (p,) mit p,, — p und alle p,, liegen in derselben vertikalen Nullinie

des E*'} = {Randpunkte vertikaler Liniensegmente in Sp (), 1)}. Nun wird in der Regel nicht jeder
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Punkt aus L. oder M ideal sein, denn die Urbilder in S der entsprechenden horizontalen bzw. ver-
tikalen Segmente kénnten einen Randpunkt in S haben, d.h. sie sind zu einem Bogen fortsetzbar und
besitzen demnach einen kompakten Abschlufl in S. Wir betrachten daher zusétzlich die Untermen-
gen L := {Randpunkte der horizontalen Liniensegmente in Sp (A, i), deren Urbild unter x kompakten
Abschlufl in S hat} und M := {Randpunkte der vertikalen Liniensegmente in Sp (A, 1), deren Urbild
unter x kompakten Abschlufl in S hat}. Die Komplemente, d.h. die Mengen der Form L\L bzw. M\M,
sind also die Endpunkte der Liniensegmente, deren Urbilder Nullenden in .S sind. Daher kénnen diese
als Teilmengen des idealen Randes verstanden werden. Wir benétigen also Kriterien, um zu entschei-
den, wann ein Punkt aus dSp (A, p) in L\L bzw. M\M liegt. Dazu setzen wir zunichst f* und f~
auf [—1,1] so fort, dal f™ und f~ in 1 bzw. —1 stetig sind. fTund f~ sind im allgemeinen nicht
auf dem gesamten Intervall [—1,1] stetig, denn f* bzw. f~ weisen Sprungstellen an den vertikalen
Liniensegmenten von 0Sp (A, p) auf (vgl. 2.8.22 (iii)). Das Innere dieser vertikalen Sprungstellen be-
sitzt offenbar keine idealen Endpunkte aus L (vgl. auch Aufg. 5.2.21). Fiir die Randpunkte gilt aber
folgendes

2.8.23 LEMMA.
(i) Sei 0 < |c| < 1, und I bzw. J ein maximal vertikales bzw. horizontales Liniensegment entlang
x =c¢ bzw. y = ¢ in 0Sp (A, u). Dann ist der Schnitt von I bzw. J mit den Koordinatenachsen
leer, und der Randpunkt von I bzw. von J mit kleinerer Ordinate bzw. Abszisse ist ein Element

aus L\L bzw. M\M.

(ii) Sei f* bzw. f~ streng monoton iiber einem offenen Intervall Z. Dann ist graph( f&) bzw.

graph(fiz) in L\L 0 M\M.

(iii) L bzw. M ist die Vereinigung hdchstens abzéihlbar vieler offener, vertikaler bzw. horizontaler
Liniensegmenten mit x bzw. y # 0.

Beweis.  Siehe Aufg. 5.2.22, 5.2.25 und 5.2.28. |

Nun koénnen wir den ersten Schritt in Richtung Klassifikation tun:

2.8.24 SATZ. Sei L = (S, h) eine einfach zusammenhéngende, zeitorientierte Lorentz—Fléiche mit o =
1. Dann ist £ ~oo E21.

Beweis.  (vgl. auch S.87 ff in [We96], insbesondere Lemma 27) Sei ¢ € £, I = l; und m = m,.
Wir betrachten Sp(I,m) N {z > 0,y > 0}: Existierte ein offenes Intervall Z C (0,1), auf dem f+
streng monoton fiele, so wire fiir € Z der Punkt (z, f* (z)) aus L\L und M\M (2.8.23 (ii)). Fiir

ein offenes horizontales Liniensegment I in {z > 0} N Sp(I,m) mit rechtem Endpunkt (z, f* (z))
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wire o (vT) > 2 (wobei v = x ™1 (I)). Folglich ist f* lokal konstant iiber (0,1). Der Graph von f*
kann aber in z = 0 keine Sprungstelle aufweisen (2.8.22 (iii)), noch in z = x¢ € (0,1), denn dann
wire qo = (w0, f1 (x)) aus L\L wegen f* (x9) > 0 und aus M\M aufgrund der lokalen Konstanz
(vgl. 2.8.23 (i)). Daraus folgte wiederum die Existenz eines idealen Endpunktes der Charakteristik
o ([vT]) > 2 fiir v = x 1 (I), wobei I ein horizontales Liniensegment in {z > 0,y > 0} N Sp(I,m)
mit rechtem Endpunkt go ist. Also gilt f* () = 1 auf [0,1]. Analoge Argumente fiir die iibrigen
Quadranten ergeben dann Sp(I,m) = (—=1,1) x (=1,1). Also reicht es zu zeigen: S = sp(I,m).
Angenommen, es gibe ein § € S\sp (I, m). Man kann beweisen, daf} ein stiickweise glatter Nullbogen
T existiert, der aus den Nullbégen 71, ..., v, besteht und dsp (I, m) genau einmal schneidet (siche Aufg.
5.2.32). Sei ; dasjenige Teilstiick, welches dsp (I, m) in r schneidet. Sei ; 0.B.d.A. ein X —Bogen. x
bildet ; auf ein horizontales Liniensegment ab, dessen dem Schnittpunkt r entsprechenden Endpunkt
7 in L liegt. Der Schnittpunkt r» € v N dSp (I, m) wire dann aus einer Zusammenhangskomponente
J C L. Man kann nun x zu einem Homoomorphismus |x| fortsetzen, dessen Definitionsbereich aus
sp(l,m) und allen idealen Punkten besteht, die durch X—Kurven aus sp(l,m) induziert werden
(sieche Aufg. 5.2.31). Wie bereits erwéhnt, entspricht J einer Teilmenge aus S, genauer gesagt ist J
das Bild einer Y —Kurve p unter |x| (vgl. Aufg. 5.2.33), die einen idealen Punkt [p~] induziert, der
dem Randpunkt von J mit kleinerer Ordinate entspricht. Dann gilt aber o([~]) > 2 in Hinblick auf
2.8.23 (i) — Widerspruch. [

Nach diesem Beweis scheint die Annahme natiirlich, daf fiir eine Lorentz—Fliche eigentlich immer
o < 2 gelten sollte, sofern wir den idealen Rand lokal als Graphen einer (stetigen) Funktion beschreiben
konnen. Dies ist natiirlich nicht immer der Fall, wie wir bereits feststellen muffiten. Wollen wir nun
den in 2.8.18 eingeschlagenen Weg weiterverfolgen, miissen wir zuerst eine handbare Klasse von
Lorentz—Flichen aussondern (z.B. reguldre Lorentz—Flichen), um ein allzu pathologisches Randver-
halten auszuschlieffen. Dazu machen wir einmal mehr von unserer intuitiven Vorstellung des idealen
Randes Gebrauch, wonach die idealen Endpunkte in der Umgebung von sagen wir z.B. [I;] durch die
Punkte [l;,], wobei ¢ und ¢’ nicht entlang derselben X —Linie, aber doch "nahe” beieinander liegen
sollten, beschrieben werden kénnten. Um diese Vorstellung zu formalisieren, fithren wir fiir ein rechtes
(bzw. linkes) Nullende v den Begriff der Projektion entlang v oder einfach v—Projektion ein: Wird v
von der Nullkurve p geschnitten, so sei die Projektion entlang v T, (bzw.v |,n,) durch ¢ : p — dL,
¢ (q) = [v]] (bzw. [v;]) gegeben. Dabei sei v, ein rechtes (bzw. linkes) Ende von v desselben Typs.
”Nahe” des idealen Randes wird man erwarten wollen, dafl p eine Umgebung von [v*] hinreichend
gut approximiert. Einfache Beispiele tiberzugen uns jedoch schnell davon, dafl der ideale Rand sehr

pathologische Ziige annehmen kann — man denke nur an w™ (dies motiviert im iibrigen eine Reihe
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von Begriffen (siche [Ku85] 2.7 und [We96] S.76 ff.), die auch fiir Einbettungsfragen relevant sind).
Stattdessen beschriinken wir uns auf die Untersuchung einer besonders zugéinglichen Familie von ide-

alen Réndern, fiir die man ein Analogon zu 2.1.13 kennt. Dazu vereinbaren wir die

2.8.25 DEFINITION. Sei w € dL. Dann heifit w = [y°°] rektifizierbar entlang der Nullinie v, falls ein
Nullende v in v mit v>° = > und eine zu vy transversale Nullkurve p mit p Nv # Q existiert, so
dafl die v—Projektion ¢ : p — dL stetig ist. Ein idealer Endpunkt w heifit rektifizierbar, wenn er
mindestens fiir eine Nullinie v mit w = [y°°] rektifizierbar entlang + ist. Wir nennen L rektifizierbar,

falls jeder Endpunkt in dL rektifizierbar ist.

Auch diese Definition ist mit unserer intuitiven Vorstellung vereinbar:

2.8.26 BEISPIELE.
(i) Ist T eine C'—Jordankurve, so ist dLp,(ry rektifizierbar (vgl. Aufg. 4.4.6 in [We96])
(ii) w®® ist nicht rektifizierbar; dies folgt direkt aus 2.8.16 und 2.8.31.

Man beachte, dafl Rektifizierbarkeit entlang einer Nullinie nicht Rektifizierbarkeit entlang einer zweiten
Nullinie impliziert und ¢ nicht fiir jedes p stetig sein mufl (siehe auch die Beispiele auf S.75 in [We96]).
Es gilt aber der

2.8.27 SATZ. Ist w = [IT] rektifizierbar entlang I, dann existiert eine Y —Kurve p entlang jeder
Nullinie m, die [ schneidet, so da8 die l T —Projektion ¢ : ;1 — dL stetig fiir das rechte Nullende | T;n,
ist. Analoge Aussagen gelten fiir w = [I”], [m™] oder [m~] (im folgenden betrachten wir lediglich den
Fall [IT], aber die Ubertragbarkeit auf die restlichen Fille sei stets stillschweigend vorausgesetzt ).

Beweis.  Siehe Aufg. 4.4.9. [ |

2.8.28 SATZ. Sei L eine rektifizierbare Lorentz—Flédche der Charakteristik 2. Dann gilt:

(i) Ist w € dL rektifizierbar entlang einer Nullinie, so ist w auch rektifizierbar entlang der Nullinie

entgegengesetzten Typs.

(ii) Sei [I*] vom Typ {m~,l"} fiir eine X —Linie | und eine Y -Linie m, die sich schneiden. Dann
gilt fiir jeden parametrisierten Spann Sp (I,m), da8 f* und f~ stetig sind. Weiterhin gilt: f+
ist streng monoton steigend auf [—1, 0] und identisch 1 auf [0,1]. f~ ist streng monoton steigend

auf [0,1] und identisch 1 auf [-1,0].

Beweis.  Siehe Aufg. 4.4.10 und Aufg. 5.5.5. |
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Wir wenden uns nun der Behandlung von Lorentz—Flachen mit idealen Punkten der Charakteristik
ungleich 1 zu. Das Problem bei der Betrachtung von Spannkarten besteht in der Existenz vertikaler
Liniensegmente in 0Sp (I, m). Diese Punkte entsprechen X —Linien aus sp (m), die ihrerseits wieder ide-
ale Punkte induzieren, aber in dem zu klein geratenen Definitionsbereich sp (I, m) unserer Spannkarte
nicht eingefangen werden. Man miifite, ausgehend von der ersten Spannkarte x : sp (I,m) — E>! aus
29", diese Karte iiber die vertikalen Liniensegmente von 9Sp (I, m) hinaus fortsetzen. Dieser Ansatz
wird im Abschnitt 5.3 aus [We96] zur Konstruktion einer ”speziellen” Spannkarte yo : sp (u) — E?!
aus H* benutzt, fiir die wir im folgenden dieses Symbol reservieren. Das Bild von sp(u) unter xg
schreiben wir Spg (I, ¢), um anzumerken, daf xo ausgehend von x : sp (I, ) — E?! konstruiert wurde
und insbesondere [ enthélt (vgl. auch die Schreibweise aus Theorem 5 und S.103 unten aus [We96]).
Mit Hilfe dieser Karten kénnen wir nun Rektifizierbarkeit als lokale Darstellbarkeit des idealen Randes

als Graphen einer stetigen Funktion interpretieren:

2.8.29 SATZ. Der Punktw = [I*] € dL ist genau dann rektifizierbar, wenn eine Y —Kurve y existiert,
die | in p schneidet, und die zugehérige spezielle Spannkarte xo : sp (1) — E*' aus HT, die sp™ (u) =
sp(u) NUL (wobei m die Y —Linie ist, die u enthélt) auf ein Gebiet in E*! abbildet, welches durch
z =0,y =1, y=—1 und dem Graph einer stetigen Funktion x = G (y) beschréinkt wird und diel T,
auf {y = 0| 0 < z < 1} abbildet. Dabei entspricht der | 1, —Projektion ¢ : u — dL die Abbildung
C:(-1,1) = B>y — (y,GF ()

Beweis.  Siehe Abschnitt 5.4 aus [We96], insbesondere Theorem 6 und 6” sowie Aufg. 5.4.12. [

Als Korollar erhalten wir:

2.8.30 KOROLLAR. Ist die | 1;n, —Projektion stetig, so ist ¢ (u) offen in dL, und ¢ ist ein

Homdomorphismus auf sein Bild.

2.8.31 SATZ (“Regularititssatz” Kulkarni ’85, vgl. Satz 2.9 aus [Ku85]). Ist dL rektifzierbar, dann
ist L regulér.

Beweis. Nach Satz 2.8.14 ist dL stets Hausdorffsch und parakompakt. Wegen 2.8.30 existiert fiir jeden
idealen Punkt [v™°] € dL eine v—Projektion ¢ : p — dL, die einen Homéomorphismus zwischen p und
-1

der in dL offenen Menge o (11) induziert. Ist 3 eine Parametrisierung von p, so ist 3 oo™t : o (u) — R

eine Karte, d.h. dL ist lokal homéomorph zu R.
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2.8.32 BEMERKUNG. Es ist anzumerken, dafl die Umkehrung nicht gilt: Die Lorentz—Fliche
((-1,1) x (=1,1)\{y=0] 0 <z < 1}, [dzdy]) ist regulédr, aber nicht rektifizierbar (siche Aufg. 4.4.5
in [We96]). Die rektifizierbaren Lorentz—Fldchen bilden also eine echte Unterfamilie der reguléren

Lorentz—Flachen.

Es gilt nun das folgende Analogon zu 2.1.13:

2.8.33 SATz (“Abbildungssatz” Kulkarni '85). Sei £ = (S, h) eine rektifizierbare, einfach zusam-

menhédngende Lorentz—Fliache. Dann gilt:

(i) Sind alle idealen Endpunkte charakteristisch (d.h. ihre Charakteristik ist ungleich 2), so gilt
L~ E2L

(i) Ist L eine Lorentz—Fliche der Charakteristik 2, so gilt £ ~o D*! oder £ ~q —D*1.

Beweis. (i) Sei wy € dL. Aufgrund der Rektifizierbarkeit von L ist insbesondere wg rektifizierbar
entlang einer Nullinie v mit [y*°] = wg. Wir nehmen oB.d.A. wy = [[T] an. Dann existiert eine
Y —Kurve pu, die [ in p schneidet. Die HT—Karte xo : sp (u) — E?! bildet sp™ (I, ) auf ein Gebiet
in E>! ab, welches durch = 0, y = 1, y = —1 und dem Graph einer stetigen Funktion z = G (y)
beschrénkt wird. Dabei wird [ T, auf {y = 0] 0 < x < 1} abgebildet. Identifizieren wir nun jedes g € u
mit xo (¢) = (0,y,) und ¢ (¢) mit (G (yq),y,), dann existiert, falls G nicht monoton iiber Z = (—1,1)
ist, ein offenes Unterintervall J, iiber welchem G streng monoton steigend ist. Fiir ein y, € J wére
aber dann ¢ (G (yq),yq) = 2, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Also mufi G konstant und
daher o = 1 sein, woraus die Behauptung aus Satz 2.8.24 folgt.

(ii) Beweisskizze. (fiir einen detaillierten Beweis siche [We96], S.112 ff.) Der Beweis erfolgt in mehreren
Schritten:

(a) Wir wissen bereits (vgl. 2.8.11), daB fiir Flichen der Charakteristik 2 der ideale Rand dL in vier
disjunkte Teilmengen zerfiillt. Der erste Schritt besteht darin zu zeigen, dafl dL aus zwei Zusam-
menhangskomponenten besteht, deren Punkte von genau einem Typ sind, und dafl somit nur zwei
Typen idealer Punkte auftreten kénnen. Sei gy € S fixiert, Iy = Iy, und my = mg,. Dann existiert
gemif 2.8.27 eine Y —Kurve p durch gg, so daB die Projektionsabbildungen ¢™ : pu — dL entlang
lo Tgo und @~ : p — dL entlang ly |4, jeweils stetig sind. Wir betrachten wieder eine Spannkarte
xo & sp(p) — Spo (I, p); der Schuitt o := dSpg (I, u) N {z > 0} U{|y| < 1} wird von dem Graphen
einer stetigen Funktion z = G (y) iiber (—1,1) gegeben. Wegen ¢ = 2 ist G streng monoton auf

(—1,1); angenommen, er ist streng monoton steigend, so daf If vom Typ {m~,IT} ist (x). Dann
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ist jeder Punkt aus T (i) von diesem Typ, und die Menge der Punkte aus d£ diesen Typs ist of-
fen (vgl. 2.8.30). Genauso argumentiert man, um zu zeigen, dafl die Mengen der Punkte der iibrigen
Typen {IT,m*}, {m™,17}, {{=,m~} ebenfalls offen sind. Weil d£ die disjunkte Vereinigung dieser
vier Mengen ist, muf} jede Zusammenhangskomponente in einer Typmenge enthalten sein. Daher ist
jeder Punkt aus der Zusammenhangskomponente von drL, die [la' | enthilt, von eben diesem Typ.
Um die weiteren auftretenden Zusammenhangskomponenten zu bestimmen, betrachten wir nun die
idealen Endpunkte, die wir entlang der Y —Linien erreichen kénnen. Die Menge der Punkte ¢ auf Iy,

fiir welche [m,] einen fixierten Typ hat, ist offen aufgrund der Rektifizierbarkeit von [m,

;] entlang

von mg (vgl. 2.8.30), d.h. I zerfallt wieder in Zusammenhangskomponenten verschiedener Typen. Da
aber [y zusammenhédngend ist, kann es nur eine Komponente geben, d.h. alle [mq_] fiir ¢ € lp haben
einen fixierten Typ. Wahlt man nun g € ly 1,4, nahe” des idealen Randes (d.h. xo (¢) ist aus einer
geeigneten Umgebung von 93 N {y = 0}), muB [m, ] vom Typ {m~, 1"} sein. Also ist [m,] € dL vom
Typ {m~,I*} fiir alle ¢ € lp. Wire nun [Iy] vom Typ {I=,m™}, so auch [m] fiir alle ¢ € ly lq,
nahe des idealen Randes — Widerspruch. Also bleibt nur noch iibrig: [l5] ist vom Typ {m™,i"},
genau wie jeder Punkt aus der Zusammenhangskomponente dr £, die [l ] enthilt. Mit analogen Argu-
menten beweist man, daf} fiir jede X —Linie / der ideale Punkt [[T] genau dann vom Typ {m™, 1"} ist,
wenn [I~] vom Typ {m™,l™} ist, und genauso, da8 fiir jede Y —Linie m der ideale Punkt [m™] genau
dann vom Typ {m™,[™} ist, wenn [m~] vom Typ {m ™, [T} ist. Sei nun m_; die eindeutig bestimmte
Y —Linie mit [m*,] = [I5], so daB [m~,] vom Typ {m~,I*} ist. Dann liegt [m~,] in dgrL, weil eine
Umgebung von [m~,] in dL existiert, die Punkte [m ] fiir beliebig nahe am idealen Rand liegende
q € ly 14, enthélt. Man zeigt leicht, daB [m}] in dp £ fiir alle g € Ig liegt, also ist auch [m7*,] aus dpL.
Es existieren schliellich genau zwei Zusammenhangskomponenten dgr L und dy L von dL.

(b) Wir betrachten den durch die Karte Xo : sp(lo, mg) — E*! parametrisierten Spann Sp (ly, mg). Der
zweite Schritt besteht nun darin, diesen Spann zu ”rektifizieren”. Nach 2.8.28 wird Sp (o, mo) durch
den Graphen der zwei iiber [—1,1] stetigen Funktionen f* und f~ begrenzt. Dabei ist f1 streng
monoton steigend iiber [—1,0] und identisch 1 iiber [0,1] und f~ identisch 1 iiber [—1,0] und streng

monoton steigen iiber [0, 1]. Die Rektifizerungsabbildung (”flattening map” in [We96]) die durch

(z,y),falls —1<2x<0und —1<y<0
(x,(fF)"t(y)+1),falls —1<2x<0und0<y
(fT(@)+Ly),fals0<z<lund — 1<y <

F@+1L,(H ") +1), falls0<2<1und 0< y < 1

oy (z,y) :=

definiert wird, ist ein konformer Homéomorphismus, der zusétzlich die natiirliche Orientierungen der

Nullinien erhilt und die Graphen von f* bzw. f~ iiber [—1, 0] bzw. [0, 1] auf die Funktionen y = z+1
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bzw. y = x — 1 staucht. Wir erhalten die HT Karte xo = Fo o Xo : sp(lo, mo) — Qo C EZL.

(c) Da [m{] vom Typ {m*,I™} ist, existiert genau eine X —Linie I; mit [I;] = [m{]. Sei dann
my die einzige Y —Linie mit [m;] = [If]. Der dritte Schritt besteht darin, zu zeigen, da$ m; und
I; einen Schnittpunkt haben, und man eine H*—Karte x1 : sp(l1,m1) — E?! konstruieren kann,

deren Restriktion auf ) N U, mit Xojut nush iibereinstimmt und deren Bild €2; die Translation
lo mq

1
von Qo um (1,1) ist. Genauso definiert man eine Karte x_1 : sp(I_1,m_1) — E>! wobei [_; die
eindeutig bestimmte X —Linie mit [I*,] = [mg] ist, deren Restriktion auf 24,” N4} | mit Xolut;- iy
zusammenfillt. Man findet so HT—Karten x,, : $p (In, My ), n € Z, die man induktiv zu einer Gesamt—
Karte x € H' von £ zusammensetzen kann, dessen Definitionsbereich eine Lorentz—Fliche L definiert.
(e) Es bleibt noch zu zeigen: £ = L. Aus Aufg. 5.5.9 folgt nun, daf jeder von gy ausgehende stiickweise
glatte Nullbogen T in einer endlichen Vereinigung der Spénne sp (I,,, m,) liegen muf. Da wir jeden

Punkt ¢ € £ mit go entlang eines solchen Bogens verbinden kénnen, folgt £ = £. Somit ist £ ~ D1,
Gilt statt (%), daBl G streng monoton filllt, so ergibt die gleiche Argumentation £ ~¢ —D?!. |

2.8.34 BEMERKUNGEN. (i) Die Rektifizierbarkeit in (i) ist notwendig, siche das Gegenbeispiel in Figur
29 in [We96]. Fiir (ii), sieche Aufg. 5.5.7.

(ii) In 2.1 aus [Ku85] wird behauptet, da alle konstruierten konformen Homdomorphismen zu kon-
formen Aquivalenzen geglittet werden kénnen; insbesondere gilte fiir Flichen der Charakteristik 2
stets £ ~o D% In [We96] wird folgendes Gegebeispiel gegeben: Sei £ = (S, [dzdy]), wobei S das
Gebiet ist, welches durch die Gerade y = x und dem Graphen z = G (y) eingegrenzt wird, wobei

2y+ 1,y >
G(y) = _

0
y+1,y<0
Mit Hilfe des Breaking-Lemmas aus 2.7.10 folgt dann £ ~; D?! (siche Aufg. 5.5.8). Der durch das
Zusammensetzen der einzelnen Spannkarten bedingte Verlust der Glattheit ist also nicht beweistech-
nisch bedingt.
(iii) Fiir eine Diskussion von Einbettungsfragen und die durch den idealen Rand bedingten Obstruk-
tionen, siehe S.116 f. in [We96].
(iv) Obwohl der ideale Rand fiir einfach zusammenhéngende Lorentz—Flidchen definiert wurde, sind
viele Uberlegungen auch auf nicht einfach zusammenhiingende Lorentz Flichen iibertragbar, deren
Nullinien Einbettungen ihres Definitionsbreiches sind. Dies erweist sich z.B. dann als niitzlich, falls je
eine X —Linie eine Y —Linie im Unendlichen schneidet, so dafl wir eine natiirliche Bijektion zwischen
X— und Y —Linien erhalten. So betrachten Kostant und Sternberg den einschaligen Hyperboloid
H (betrachtet als SL(2,R)—Bahn in der (ko)adjungierten Darstellung) mit der Lorentz—Metrik
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go, die sich durch Restriktion der Killing—Form ergibt. Dann benutzten sie die oben angefiihrten
Uberlegungen, um zu folgern, daf jede konforme Aquivalenz bereits durch die Abbildung der X —Linien
bestimmt ist, und kénnen (H, [go]), die konforme Klasse von (H, go) mit Diff(S1), der Gruppe der Dif-

feomorphismen von S!, identifizieren (siche [KnSt88]).

Der ideale Rand sollte — nicht nur in Hinblick auf 2.8.34 (ii) — ohnehin mehr als topologisches
Objekt betrachtet werden. Seine Konstruktion basierte ja nur indirekt auf der konformen Klasse
[A], ndmlich auf die von ihr induzierten Nullinien; deren Verlauf oder "Form” ist aber eher als
“stetig” konforme Invariante anzusehen (vgl. 2.6.40 und die Bemerkung vor 2.7.18). Dies fiihrt uns
wiederum zu der eingangs aufgeworfenen Frage, in welchem Mafle der ideale Rand konforme Infor-
mation kodiert. Diese Frage konnen wir als (stetiges) Dirichlet—Problem auffassen: Wann l#8t sich
ein Hom6omorphismus f zwischen d£ und dL zu einem konformen Homéomorpismus F der Lorentz
Flichen £ und £ fortsetzen? Denken wir von einer durch einen C*—J ordanbogen definierte Minkowski—
Fliche als eine in einen Rahmen eingespannte Membran, so miiften wir f iiber die in zwei idealen
Endpunkte eingespannte Nullinie hinaus fortsetzen. In [Sm96] fithrte Smyth daher auf dem idealen
Rand zwei weitere stetig konforme Invarianten ein (vgl. diesbeziiglich Aufg. 4.4.31). Zuerst definiert
er die Oppositions—Relation < x bzw. <>y: Zwei Punkte wy und w; aus dL stehen genau dann in
X — bzw. Y —Opposition, falls eine X— bzw. Y —Linie existiert, die wy und w; als ideale Punkte in-
duziert. Eine Abbildung f : dC — dL erhilt die Opposition, wenn aus wg < x wi bzw. wy <>y w; stets
fwo) < x flwr) bzw. f(wy) < x f(w) folgt. Die zweite Invariante, die sogenannte zyklische Ordnung,
besteht darin, drei Punkten p,q,r € dL eine Kette der Form p < r < ¢ — p oder p — q— 1 — p
zuzuweisen (siehe [We96], S.80 ff. fiir eine exakte Definition). Dies verallgemeinert die zyklische Ord-
nung dreier Randpunkte einer durch das Innere eines C'! —Jordanbogens gegebenen Minkoswki-Fliche,
die durch die Benennung entgegen den Uhrzeiger—Sinn sich ergibt (vgl. Aufg. 4.4.26). Offensichtlich
darf ein Hom6omorphismus zwischen den Rédndern die ”Reihenfolge” der idealen Punkte nicht permu-
tieren, ohne bei Fortsetzung auf die Lorentz—Fléiche ein Zerreilen der Membran, um obiges Beispiel
wieder aufzunehmen, nachsichzuziehen. Wahrend jeder konforme Homoomorphismus auf den Randern
Homoéomorphismen OF bzw. OF ! induziert (vgl. 2.8.17), die Opposition und zyklische Ordnung er-
halten (siehe Aufg. 4.4.31), gilt umgekehrt der

2.8.35 SATZ. Smyth 96 Sei f : dL — dL ein Homdéomorphismus, der Opposition und zyklische Ord-
nung erhalt. AuBerdem erhalte auch f~1 die Opposition. Dann kann f zu einem eindeutig bestimmten
konformen HomGomorphismus F : L — L mit OF = f fortgesetzt werden.

Beweis. Wir begniigen uns lediglich mit der Konstruktion von F'; fiir einen vollstéindigen Beweis
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siche [Sm96). Sei p € £, und sei [ die Nullinie aus £, welche die idealen Endpunkte f ([L¥]) und f([i,])
)

induziert. Dann definieren wir F (p) = ¢, wobei ¢ der Schnittpunkt von [ und 77 ist. |

induziert. Genauso sei m die Nullinie aus £, welche die idealen Endpunkte f ([m;f]) und f([m,,

2.8.36 BEMERKUNGEN. (i) Auch wenn f Opposition und zyklische Ordnung erhélt, braucht f~! nicht
die Opposition zu erhalten (vgl. Aufg. 4.4.32)
(ii) Es ist unnétig, f als Homdomorphismus vorrauszusetzen; dies folgt bereits aus der Erhaltung der

zyklischen Ordnung (vgl. Aufg. 4.4.29).
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3 Spinorielle Feldgleichungen auf Lorentz-Flichen

3.1 Spin-Strukturen

Wir geben eine kurze Einfiihrung in die spingeometrischen Fakten, die wir spater benutzen werden.

Allgemeine Refernezen sind [Ba81] und [LwMi89].

3.1.1 Clifford—Algebren

3.1.1 DEFINITION. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iber K =R oder C und f: VxV —
K eine symmetrische Bilinearform. Ein Paar (C,7), bestehend aus einer Algebra C und einer linearen

Abbildung v : V — C, heifst Clifford—Algebra, wenn
(i) C eine assoziative Algebra mit 1 ist,
(ii) v(z)-v(x) = = f(z,2)1 fir alle x € V gilt und

(ili) (sog. universelle Figenschaft) falls (A, ) ein weiteres Paar ist, welches die Voraussetzungen
(i) und (ii) erfillt, so existiert genau ein Algebrenhomomorphismus & : C — A derart, dafs

folgendes Diagramm kommutiert:
Vv — Y .
\<\© y
A
Die dadurch bis auf Isomorphie bestimmte Algebra schreiben wir, falls sie existiert, auch CL{(V, f).

3.1.2 SATZ.
(i) Zu jedem Paar (V, f) ezistiert eine Clifford-Algebra.
(ii) CHLf(V, f) ist eine assoziative Algebra mit 1, die von den Elementen aus V unter der Relation
royty-w=-2f(z,y1
erzeugt wird.
(iii) Als Vektorraum ist CILifl(V, f) kanonisch isomorph zu N*V, wobei wir vy A ... A v, mit

% > sgn(0) 7 (voq)) - -+ ¥ (Vo(r)) identifizieren.
O'EST
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Beweis. Siehe [LwMi89], S.8 ff., insbesondere Satz 1.1 und 1.3. [

3.1.3 SaTZ. Sei VE =V @ C und f€: VC x VC = C die komplex lineare Fortsetzung von f. Dann
gilt CIiff(V, £)© =CLff(VC, f©).

Beweis. Dies folgt aus der universellen Eigenschaft. |

3.1.4 DEFINITION. Sei (., .>p’q das pseudoeuklidsche Standardskalarprodukt von RP-9 d.h. beziiglich

der Standardbasis (e1, ..., €p, €pt1, ..y €ptq) st (e5,€5) = €0;; mit ¢ = —1 fir i < p und = 1

p.q
fir i > p. (diese Bezeichnung behalten wir im gesamten Kapitel bei). Dann definieren wir Cl, 4 1=

(RWZ7 {, >p’q) und Clg,q =Cl,,®C.

3.1.5 Sarz. CIC  ist zu den folgenden Algebren isomorph:

P.q
C ~ m _
Cl,, = C(2"), fallsp+q=2m
C ~ m m _
Cl,, = C@2m")aC(2™), fallsp+q=2m+ 1.
Dabei kann ein expliziter Isomorphismus wie folgt konstruiert werden: Sei E = , W=
0 1
1 0 0 1 0 i . i, j<k ,
, U = und V = . Sei 7(j) = und bezeichne ®
0 -1 -1 0 i 0 1,j>k

das Kroneckerprodukt von Matrizen. Seien (e, ...,ep+q) die aus der Standardbasis des RP*? durch
Komplexifizierung erhaltenen multiplikativen Generatoren von C’lgq. Dann ist durch komplex— lineare

Fortsetzung von
@2m_’p (623‘,1) = T(Qj—].)W@@W@U@E@E
T
j—te Stelle
1

Doy, p (€25) = TIWR..OWRQVRE..QF

(j =1,...,m) ein Algebrenisomorphismus zwischen le)q und C(2™) gegeben. Falls p+q=2m+1,

so definiert

DPomt1,p (€5) = (Pamp (€5), Pam,p (€5)) , fiir 1 < j < 2m

Dort1p (Comt1) = (W R ...QW, —iW®...Q W)

einen Algebrenisomorphismus zwischen CIS , und C(2™) & C (2™).

Beweis. Siehe [Ba81], Satz 1.3. n
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3.1.6 KOROLLAR. Cl(fl ~CIH(RS 4, (., V) ist isomorph zu C(2). Ein Isomorphismus ist durch lineare
o i 0 i
und multiplikative Fortsetzung der Zuordnung e, — und eg — gegeben.
—i 0 i

3.1.7 DEFINITION. Der Raum Ay, = (C[%] heifit Spinormodul; seine Elemente werden (Dirac—)
Spinoren genannt. In diesen Bezeichnungen besagt Satz 3.1.5, daf C’l;(,:’q = End(Apg) fir p+q=2m

und Clg’q = End (Apg) ® End (Ayq) fir p+q=2m+ 1.

3.1.8 BEMERKUNG UND DEFINITION. Insbesondere wirkt R™ auf A,, durch Identifikation von R"™
mit seinem Bild unter ®,, ; in end (Ap,): Die so definierte Abbildung p: R™ x Apq — Apg, p(x,v) :=
D, 4 (z) v heiflt Clifford—Multiplikation. Fir p (z,v) schreiben wir auch kurz z - v.

3.1.2 Die Pin— und Spin—Gruppe und ihre Lie—Algebren

3.1.9 DEFINITION. Sei €4 1= (eiéij)ij. Die pseudoorthogonale Gruppe sei durch O (p,q) = {A €
Gl (n,R") | A€, A = €4}, und die spezielle pseudoorthogonale Gruppe durch SO (p,q) := {A €

O (p,q) | det (A) > 0} definiert.

3.1.10 BEMERKUNGEN.

(i) Fiir 0 < p < nist O (p, ) nicht mehr kompakt: Man betrachte z.B. die nicht kompakte Untergruppe

cosh (t) 0 sinh ()
{ O Idn—Q O | t e R}
sinh (%) 0 cosh (t)

(ii) Die Gruppen K := O (p) x O(q) bzw. Ky := SO (p) x SO (q) sind in O (p,q) bzw. SO (p,q)

maximal kompakt.

Sei &P := span{ei,...,ep} und n? := span {epy1, ..., €ptq}. Dann sind P und n? maximal zeitartige

bzw. maximal raumartige Unterrdume von RP-? mit £&P @n? = RP-9. Somit kann jeder Endomorphismus

A, A
A:2n?— P @n?€0(p,gq) in der Form A = ‘ ! dargestellt werden.
A2 As

3.1.11 DEFINITION. Fin Endomorphismus A € O (p,q) heifit zeitartig orientierungserhaltend, falls
det (A:) > 0 und raumartig orientierungserhaltend, falls det (A5) > 0 ist.
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3.1.12 BEMERKUNG UND DEFINITION.
(i) Definition 3.1.11 ist unabhéngig von der Wahl der Zerlegung.

(ii) Die pseudoriemannsche orthogonale Gruppe besteht aus vier Zusammenhangskomponenten:

O44(p,q) ={A€O(p,q)|det(A) >0 und det(A5) > 0}
O1_(p,q) ={A €0 (p,q) | det (A;) > 0 und det (As) < 0}
O_1(p,q) ={A€O(p,q)|det(A;) <0 und det (A45) > 0}
O__(p,q) ={A€O0(p,q)|det(A;) <0und det(A,) <0}.

Insbesondere ist dann SO (p,q) = O4+4 (p,q)UO__ (p,q), d.h. SO (p, q) ist im echt pseudoeuklidschen
Fall (0 < p < n) nicht mehr zusammenhéngend. Wir definieren SO (p,q) := O4+ (p,q), die Gruppe
der zeit— und raumartig orientierungserhaltenden Isometrien, O; (p,q) = O4+ (p,q) U O4+_ (p, q), die
Gruppe der zeitartig orientierungserhaltenden Isometrien und Og (p, q) = O+ (p,q) UO_4 (p, q), die

Gruppe der raumartig orientierungserhaltenden Isometrien.

3.1.13 DEFINITION. Sei

Hpq :={z € R"" | (z,2), = -1}

und

Spg ={zr e R | (z,z), = 1}.
Wir definieren die Pin—Gruppe durch
Pin(p,q) :={z1-...-x | x; € Hpg U Spy,1 € N}
und die Spin—Gruppe durch

Spin (p,q) :={x1 ... -z | x; € Hpg U Spq,l € N}.

3.1.14 BEMERKUNGEN.
(i) Pin (p,q) und Spin (p, q) sind Gruppen beziiglich der durch die Clifford-Multiplikation induzierten
Verkniipfung. Fiir € H,q U Spq ist x~! durch fﬁm gegeben.

ip.q

(ii) Fir x = 1 - ... - ¥, € Pin (p,q) definieren wir
deg(xz) := [mod 2, und
s(x) := kmod 2, wobei k = Anzahl der Elemente x; € Sgil.
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Dann kann man fiir 0 < p < n die Gruppe Pin (p, q) in folgende disjunkte Teilmengen zerlegen:

Pinyy (p.q) = {z € Pin(p,q)|deg(u)=0und s(u) =0}
Pin_y (p,q) = {z € Pin(p,q)|deg(u) =1 und s (u) =0}
Pin,_(p,q) = {z € Pin(p,q)]|deg(u)=0und s (u) =1}
Pin__(p,q) = {z € Pin(p,q)|deg(u)=1und s(u) =1}

Firn > 3 oder n = 2, p = 0,2 sind dies die Zusammenhangskomponenten von Pin (p,q) (vgl. Satz

1.5 in [Ba&1]). Wir setzen Spin, (p,q) := Pinyy (p,q).

3.1.15 SATZ. Sei x € Spq U Hpy. Sei A : Pin(p,q) — O (p,q) definiert durch A(z) : RP? — RP9,
y+—— —x -y -zt Dann ist X eine zweifache Gruppeniiberlagerung mit ker (\) = {£1}.

Beweis. Siehe [Ba81] S.53 ff., speziell Satz 1.4. [ |

3.1.16 BEMERKUNGEN.

(i) Somit folgt, dal Pin (p,q), Spin (p,q) und Spiny (p,q) Liesche Gruppen sind.

(ii) Es gilt A (Pingy (p,q)) = Oapb (p,q). Weil Ogp (1,1) =2 R einfach zusammenhéngend ist, folgt
insbesondere, da§ Spiny (1,1) eine nicht zusammenhiingende, eindimensionale Liegruppe ist.

(iii) Die Uberlagerung ist genau dann universell, falls n > 3 und k € {0,n} oder n > 4 und k €
{1,n — 1} ist (vgl. Folgerung 1.2 aus [Ba81]).

3.1.17 SATZ UND DEFINITION. Seien

K = {y1+ e yp 1oy | Kyl € Nund
Yi € Hpq N span (eq, ..., ep) )

x; € Spg N span (€p+1, s €ptq)

und

[N(O = {yl e Y2k X1t e s T | ki,l € N und
y; € Hpg N span (e1, ..., €p) )
x; € Spq N span (€p41, ..., Eptq)
(d.h. Ko = K N Spin,. (p,q)). Dann sind K und Kq zu folgenden Gruppen isomorph:
i (Pin (p) x Pin(q)) /Z2, falls p > 1, wobei (—1) (z,y) = (—z,—y)
Pin(n—1), falls p=1
- (Spin (p) x Spin (q)) /Zs, falls p > 1
Spin(n—1),p=1

1%
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Ferner sind K bzw. Ko mazimal kompakte Untergruppen von Pin (p,q) bzw.Sping (p,q).
Beweis. Siehe Satz 1.6 in [Ba81]. |

Wir wollen nun die Lie-Algebra von Pin (p,q) bestimmen. Dazu bemerken wir, dafl Pin (p,q) in
der Gruppe Cly , aller in Cl,, invertierbaren Elemente enthalten ist. Nun ist Cl7 , eine offene Un-
termannigfaltigkeit von Cl, , ist (man identifiziere Cl,, auf natiirliche Weise mit Elementen aus
end (Cl, 4)) und definiert eine Lie-Gruppe definiert, dessen Lie-Algebra T1Cl; , = Cl,, , sich als eine
Lie-Unteralgebra von

(End <R2n) el = Abbildungskommutator)
auffassen 1d8t. Dann gilt fiir die Lie-Algebra pin (p, q) von Pin (p, q) — als Lie-Untergruppe von Cl; |

betrachtet — der

3.1.18 SaATzZ.

(1) pin (p,CI) = (/\2 R"™, [,’ D? wobes [Jj’y] =x-y—y-x fir x,y € /\2 R"™. Insbesondere ist als
Vektorraum pin(p, q) = span{e; -e; | i < j}.

(ii) Das Differential der Uberlagerungsabbildung X : Pin (p,q) — O (p,q) wird gegeben durch
M) x=[z,2]=2z-2—2- 2

. . . —€5, (k7l) = (7’7])
Speziell ist A\, (e; - €j) = 2E;; mit E;; = (e), ep = :
€y (kal) = (]72)

-1 0 0 -1
3.1.19 KOROLLAR. pin(1,1) X Rw mitw = ey - €3 = und A (w) =
0 1 1 0

3.1.3 Spinor—Darstellungen
Da Pin (p, q) eine Teilmenge von C’lf,q ist, erhalten wir eine (treue) Darstellung

npg + Pin(p,q) — GL(Ap),

) 4 Pin(p.q), fir p+ g =2m
%pq ’ - ..
pr1 0 Py u1Pin(p.q), fir p+q=2m+1

#p.q heifit Spinor-Darstellung, die Einschrénkung s, 4|spin(p.q) SPin (p, q) —Darstellung. Speziell gilt
fiir die Signatur (1,1) der
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3.1.20 SATZ.

11 (Spin (1,1)) = @1 1 (Spin (1, 1)) = {a of la e B\ {0}}

Q|

a 0
sa,1 (Sping (1,1)) = @11 (Sping (1,1)) = {gs = 0 1 | a € R\{0}}.
Beweis. Die Zusammenhangskomponente der Einheit Pin(1,1) = Spin, (1,1) wird durch exp(Rw)
gegeben (siehe 3.1.19). Da die Exponentialfunktion im vorliegenden Fall das iibliche Matrizenexpo-
nential ist, erhalten wir (ii). Nach Definition ist Spin(1,1) = Piny(1,1)UPiny_ und Piny_(1,1) =

Piny(1,1) - w, woraus (i) folgt. [
3.1.21 BEMERKUNG. Beziiglich der Standardbasis des C? wirkt Spin (1,1) auf C? durch

1
x-(21,22) == P11 () (21, 22) = (azl, a22> )

wobei a € R\ {0}.
Kehren wir nun zum allgemeinen Fall zuriick:

3.1.22 SATz.
(i) Fir (sp,q), : pin(p,q) — End (Apy) gilt: (sp.q), = #pq-
(i) p:R™®@r Apg — Ay ist ein Homomorphismus der Spin (p, q) —Darstellung.

Beweis. Siehe Satz 1.9 ff. in [Ba81]. |

3.1.23 BEMERKUNG UND DEFINITION. Sei (eq, ..., €, ) eine positiv orientierte, orthonormale Basis in
(Rp’q, (. .>pq , ORp.q>. Dann wird die Volumenform durch w = e - ... - e,, definiert. Diese Definition ist
unabhiingig von der Wahl der Basis, und falls p+q = n = 2m, so gilt w? = (=1)""?. Also hat s, , (w) :
Apg — A,y die Eigenunterrdume A;tq zum Eigenwert 4¢P mit dimc (A;tq) = 2m~! Die Eigenvek-
toren nennen wir positive bzw. negative (Weyl-) Spinoren. Weiterhin ist A;tq Spin (p, q¢) —invariant

und es gilt der folgende

3.1.24 SATZ. Die Darstellungen %piq : Spin (p,q) — Aut (qu) (fir n =p+q =2m) und A, (fir

p+q=2m+1) sind irreduzibel.
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Beweis. Siehe Satz 1.8 ff. in [Ba81]. [

3.1.25 BEMERKUNG. Sei fiir € = (e1,...,&,,) mit g; € {£1} der Vektor u (¢) aus A,, durch u., ®

e @ Ug,, Mit ug = und u_; = gegeben. Dann bildet {u. | Ile; = £1} eine Basis von
0 1

Apiq (itber C). Insbesondere gilt A1+,1 = Cu; =Eigenunterraum von ¢, ; (w) zum Eigenwert —1 und

A7, = Cu_; =Eigenunterraum von s, (w) zum Eigenwert +1.

3.1.4 Skalarprodukte auf A,,

2"7l
Sei (.,.)5 das durch (v,w), = Y vjw; fir v,w € A, definierte positiv-definite Skalarprodukt,
j=1

wobei v; und w; die Koordinaten von v und w beziiglich der kanonischen Basis des C2" = A, sind.
3.1.26 SATZ. Das Skalarprodukt (.,.) A erfillt auf Aoy, bzw. Ay folgende Figenschaften:

(i) Spin-Invarianz: (x-v,x-w), = (v,w), fir alle x aus Spin (n,0) bzw.Spin (0,n) und v,w aus

An,O bzw. A(),n.
(ii) Schiefsymmetrie: (z-v,w), = — (v,z - w), fir alle x € R™ und v,w aus Ay o bzw. Ag .
Fir 0 <p <n gilt auf Apy:

(i) (.,.) A ist invariant unter der Wirkung der mazimal kompakten Untergruppe K (s. 3.1.17), d.h.

(z-v,2-w), = (v,w) 5 fiir alle x € K und v,w € A,.

(i) Sei 0 : RPY — RPY die Spiegelung an span(epyii,...,€ptq). Dann gilt (x-v,w), =

—(v,0 () - w) 5 fir alle x € RP? und v,w € Ayy,.

Beweis. Siehe Satz 1.4.7 in [La99]. |

3.1.27 BEMERKUNG. Im echt peudoeuklidschen Fall (0 < p < n) wiirde man ebenfalls gerne ein
Spin-invariantes, (schief-)symmtrisches Skalarprodukt auf A,, definieren. Tatséchlich 1&8t sich aber

zeigen: Es existiert
e kein Spin (p,q) —invariantes Skalarprodukt.
o kein positiv—definites Spiny (p, q) —invariantes Skalarprodukt.

o kein positiv—definites und (schief-)symmetrisches Skalarprodukt.
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Beweis. Siehe [Ba81] S.69. u

Fiir die noch folgende Definition eines Skalarproduktes auf einem pseudoriemannschen Spin—Biindel

benétigen wir jedoch zumindest ein Spin, (p, q) —invariantes Skalarprodukt. Sei b := i €1+ ... €p.

Dann definieren wir das Skalarprodukt (.,.) 5 : Apg X Apg — C durch (v, w), = (b- v, w),.

3.1.28 SATZ.
(i) (.,.) o ist ein indefinites Skalarprodukt vom Index 2™~1.
(ii) (.,.)atst Sping (p,q) invariant.
(iii) (z-v,w) = (=1)P (v, 2 - w) fir alle v € R™, v,w € A,.
Beweis. Siehe Satz 1.12 aus [Ba81]. [ |
3.1.29 BEMERKUNG. Fiir die Signatur (1,1) sind die Unterrdume Afl isotrop beziiglich (.,.) o, d.h.

sind v und w aus Ail (bzw. aus A ), so ist (v,w), = 0. Wie der nachstehende Satz beweist, ist

dieser Sachverhalt intrinsisch, d.h. positive und negative Spinoren sind stets “masselos”:

3.1.30 SaTz. Sei (.,.): 211xA11 — C eine Sping (1,1) —invariante Bilinearform. Dann sind die
Unterriume AT, und A7, isotrop beziiglich (., .).

Beweis. Wir fixieren die Standardbasis z; = und 29 = in Ay = C2. Fassen wir (.,.)

als (0,2) —Tensor auf, kénnen wir

() =a112] ® 27 + a122] ® 25 + a2125 @ 27 + agezs ® 25

a 0
schreiben. Dann ist (uq, u1) = (21, z1) = a11. Geméa$ 3.1.21 (ii) gilt = - uy = auy fir z = L] €
0o L

a
Spiny (1,1). Aus der Spin-Invarianz folgt somit ay; = (x - uy,x - u1) = a?ay;. Wihlen wir also ein

mit a # £1, so folgt a1 = 0 und daher (uj,u;) = 0. Genauso argumentiert man fiir u_;. |
3.1.5 Spin—Strukturen auf pseudoriemannschen Mannigfaltigkeiten

3.1.31 SaTz UND DEFINITION. Sei (MP4 g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit, und

(P, 7, MP%: 0 (p,q)) das Biindel der pseudoorthonormalen Repére iber (MP9,g). Dann gilt:

(i) (MP1,g) ist orientierbar (aber weder zeit— noch raumorientierbar) genau dann, wenn
(P, 7, M?P%:0 (p,q)) 2wei Zusammenhangskomponenten hat und auf ein SO (p,q)-

Hauptfaserbiindel sich reduzieren lgfit. Der Totalraum dieser Reduktion ist zusammenhdngend.
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(ii) (MP1, g) ist raum— und zeitorientierbar genau dann, wenn (P,7, MP%0 (p,q)) vier Zusam-
menhangskomponenten hat und auf ein SO4 (p, q)—Hauptfaserbiindel sich reduzieren lifst. Der

Totalraum dieser Reduktion ist zusammenhdngend.

(iii) (MP4,g) ist raum—, aber nicht zeitorientierbar genau dann, wenn (P,7, MP9;0 (p,q)) zwei
Zusammenhangskomponenten hat und auf ein Oy (p, q)—Hauptfaserbiindel sich reduzieren lijst.

Der Totalraum dieser Reduktion ist zusammenhdngend.

(iv) (MP1,gq) ist zeit—, aber nicht raumorientierbar genau dann, wenn (P,7, MP%;0 (p,q)) zwei
Zusammenhangskomponenten hat und auf ein Oy (p, q)—Hauptfaserbiindel sich reduzieren lijst.

Der Totalraum dieser Reduktion ist zusammenhdngend.

(v) (MP1,g) ist auf keine Weise orientierbar genau dann, wenn (P,m, MP%;0 (p,q)) zusam-

menhdngend ist.

Das jeweilig reduzierte Biindel nennen wir das zusammenhingende Repérebiindel von (MP1, g); die
zugehdrigen Strukturgruppen bezeichnen wir generisch mit G (p,q).

Beweis. Siehe [Ba81], Satz 0.51. [

3.1.32 DEFINITON. Sei (MP1, g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit und (P, 7w, MP9; G (p,q))
das zusammenhdngende Repérebiindel. Sei é(p, q) == A1 (G (p,q)). Ein Paar (Q,f) heifit Spin—
Struktur von (MP1, g), wenn (Q, f) eine A\—Reduktion von P ist, d.h. falls folgende Bedingungen

erfillt sind:

(i) (Q, 7 M:G (p, q)) ist ein glattes G (p, q) — Hauptfaserbiindel iber M und f : Q — P eine glatte
Abbildung.

(ii) Das Diagramm

Q x G(p.q) N

fxA O flOM

v 1A

P x G(p,q) P

kommutiert, wobei U und ¥ die Rechtswirkungen der Gruppen C?(p7 q) bzw. G (p,q) auf den

Totalrdumen @ bzw. P bezeichnen.

Zwei Spin-Strukturen (Q, f) und (Q,f) heiffen isomorph, falls ein Isomorphismus F der
G (p, q) — Hauptfaserbiindel derart existiert, dafs

118



Q1 F Qo

%‘O y
P
kommutiert. Spin (MP2,g) bezeichne die Menge aller Isomorphieklassen von Spin—Strukturen

auf (MP4,g). Ist Spin (MP1 g) # 0, so nennen wir (MP4,g) auch pseudoriemannsche Spin—
Mannigfaltigkeit.

Spin—Strukturen miissen nicht immer existieren:

3.1.33 SaTz. Sei (MP1, g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit, M zusammenhingend und
TM = &P @& n? eine Zerlegung in ein mazimal zeit— und ein mazimal raumartiges Teilbiindel. Dann

gilt:

(i) (MP1,g) ist eine pseudoriemannsche Spin—-Mannigfaltigkeit —dann und nur dann, wenn

wy (M) = wo (TM) = w1 ()° gilt (wobei w; die i—te Stiefel-Whitney—Klasse bezeichnet).
(ii) Ist Spin (MP1,q) #0, so ist

card (Spin (M, g)) = card (H" (M™4,Z5)) .

Beweis. (i) Siehe [Ka68].
(ii) Siehe [Ba81], Abschnitt 2.2, insbesondere Satz 2.6. |

3.1.34 BEMERKUNGEN.

(1) In der Literatur werden Spin—Strukturen in der Regel fiir Dimensionen > 3 betrachtet. Die Resul-
tate bleiben auch im zweidimensionalen fiir beliebige Signaturen richtig, aber es entstehen technische
Probleme, da die Uberlagerung der pseudoorthogonalen Gruppe fiir die Signatur (1,1) nicht mehr
universell und deswegen Spiny (1,1) nicht mehr zusammenhéngend ist (vgl. 3.1.16 (ii) und (iii)).

(ii) Satz 3.1.33 ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Milnor, wonach auf einer zusam-
menhéngenden, orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) eine Spin—Struktur genau dann
existiert, wenn wy (M) = 0 (siehe [Mi63]). Speziell folgt fiir kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit-
en aus dem Satz von Wu, dafl die Existenz von Spin—Strukturen rein topologisch obstruiert ist.

(iii) Fiir jede zusammenhingende Mannigfaltigkeit M steht H!(M,Zy) in Bijektion zu
Hom (1 (M, x),Z2) (vgl. [Ba81], Satz 0.22 und die dort angegebene Literatur). Insbesondere existiert

also auf jeder einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit hochstens eine Spin—Struktur.
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3.1.35 BEISPIELE.

(i) Sei (M1, g) eine zeitorientierbare Lorentz-Fliche. Dann gibt es mindestens eine Spin-Struktur:
Da ein zeit— und raumartiges Vektorfeld ohne Nullstellen existiert (vgl. 2.6.28), ist das Reperebiindel
P trivial, d.h. isomorph zu M x SOy (1,1). Die triviale Spin—Struktur ist dann durch (Qo, fo) =
(M x Spiny (1,1),4d x \) gegeben. Insbesondere ist dann auch das Spin-Biindel (vgl. 3.2.7) trivial:
So =~ M*! x Ay 1 und wir kénnen I (Sp) mit C>° (M, C?) identifizieren. Dieses Resultat finden wir
mit Hilfe von 3.1.33 wie folgt wieder: Weil (M1>1, g) orientierbar und zeitorientierbar ist, gilt w; (771) =
0 (vgl. 2.2.4 und 2.2.5). Aus dem Produktaxiom fiir Stiefel-Whitney—Klassen folgt unmittelbar

wo (M) = we (51 @771) = Wy (51) Ul+w; (§1) Uwy (771) +1Uwy (771) =0.

Insbesondere folgt aus 3.1.33, daf auf einfach zusammenhéngenden Lorentz—Fliche genau eine Spin—

Struktur existiert. Ist M kompakt, so gilt
H' (M, Z3) = H' (T?,Zs) = H' (S",Z2) ® H' (5", Z3) = Zy @ Zo,

d.h. auf jeder zeitorientierbaren, kompakten Lorentz—Fliche existieren genau vier nicht dquivalente
Spin—Strukturen.

(ii) Auf jeder Fliche S existiert eine (riemannsche) Spin—Struktur: Weil S orientierbar ist, gilt zunéchst

. o ) 0, falls S nicht kompakt o
wy (S) = 0. Nach [StZi88], Beispiel 13.6.6 ist H? (S,Z) = (). Wie wir
Z, falls S kompakt

bereits in 2.1.2 bemerkt haben, kénnen wir auf S eine konforme Struktur [g] definieren, die ihrerseits
wieder eine fast-komplexe Struktur Jig (ndmlich Rotation um %) induziert. Da der Nijenhuis-Tensor
in Dimension zwei identisch verschwindet, definiert Ji; sogar eine komplexe Struktur (vgl. [KoNo69)],
Theorem 1X.2.5 und Beispiel 1X.2.8). Das komplexe Tangentialbiindel ist dann die Komplexifizierung
TS von TS, und daher gilt fiir die erste Chern—Klasse 2c; (T©S) = 0 (siehe §4 in [Hz66]). Da
H? (S,Z) keine 2—Torsionen besitzt, muB also ¢; (TCS) = 0 sein. Aus wy (T'S) = ¢1 (T€S) mod 2
folgt schlieBlich wy (T'S) = wo (S) = 0, d.h. S ist eine Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit. Ist 5,

kompakt vom Genus g, so gilt wegen der Universalitidt der Koeffizienten
H'(Sy,7Z9) = H' (Sy,7) ® Zo = Hom (H; (Sy,Z) , Z2) .
Da H; (S,,Z) = 729 (siehe [StZi88], Satz 9.9.9), folgt
card (H' (Sy,Z2)) = 2%9,
d.h. auf einer kompakten Fliche vom Genus g existieren 229 nicht dquivalente Spin-Strukturen.
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3.2 Dirac— und Twistor—Operatoren
3.2.1 Der Dirac— und Twistor—Operator eines Clifford—Biindels

Sei (MP4 g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit. Jeder Tangentialraum erzeugt eine Clifford—

Algebra Cl, :=CIlif(T,, gz )-

3.2.1 DEFINITION UND BEMERKUNG. Die Menge

Cliff (M4, g) = | J Cl,
zeM

heifit Clifford—Algebren—Biindel iiber (M?:4, g). Die Abbildung
7 Cliff(MP? g) - M,u € Cl, — x
ist eine lokal-triviale Faserung vom Fasertyp Clyq.

3.2.2 DEFINITION. Sei E ein komplexes oder reelles Vektorbiindel iber einer pseudoriemannschen
Mannigfaltigkeit (MP4,g), V¥ eine kovariante Ableitung in E, und (.,.) ein Skalarprodukt auf E.
Dann heifst das Tripel (E, VE (, >) Clifford-Biindel, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) E ist ein Biindel von Clifford—Algebren—Moduln, d.h. es existiert eine Familie von Linkswirkun-

gen {pz : Cly X By — Ep},caoas und die Abbildung
pw:T(CUI(M,g) @ E) - T (E),aQp+—a-p
mit
(a-p)(z) = ps (a(z), 0 (2))

ist glatt.
(ii) V¥ ist metrisch beziiglich (.,.), d.h. fir alle o, € T (E) und alle X € X (M) ist
X ({0, 0)) = (VE@.¥) + (0. VXY).
(iii) Fiir alle X,Y € X (M) und alle ¢ € T (E) gilt
VY (X 9) = (Vi9X) o+ X - Ve,
(iv) * Fiir alle X € X (M) und alle @,v € T (E) gilt entweder

(X)) +({p, X ) =0
oder

(X - 0,9) = {p, X -4h) = 0.
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3.2.3 DEFINITION. Sei (E,VE, {; )) ein Clifford—Biindel. Der durch

B g
D:T(E) T (T"M®E) 5T (TM ® E) - T (E)

definierte Differentialoperator erster Ordnung heiffit Dirac—Operator.

3.2.4 LEMMA. Sei (s1,...,5,) eine lokale Orthonormalbasis iiber U, €; = g (8;,5;). Dann ist Doy =
n

> €s; - VE fiir alle ¢ € T (E).

i=1

Beweis. Siehe [Ba81], Satz 3.1. [ |
3.2.5 BEMERKUNGEN.

(i) Das Hauptsymbol von D bzw. von D? ist durch
o (D)5 () =X¢-ebzw. o (DQ)5 (e) = —g (X, Xe)e

gegeben, wobei e € E,, £ € TxM und X¢ € T, M der zu & duale Vektor ist (siehe [Ba81], Satz 3.3).
Somit ist D? ein verallgemeinerter Laplace—Operator (insbesondere stehen Weitzenbock—Formeln zur
Verfiigung, vgl. 3.3.2), und falls (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist, ist D sogar elliptisch.
Die Elliptizitit geht allerdings auf pseudoriemannschen Mannigfaltigkeiten verloren (siehe z.B. [Ba81],
Folgerung 3.1).

(ii) Ist (E,V¥,(.,.)) ein positiv definites Cliffordbiindel {iber einer kompakten Riemannschen Man-
nigfaltigkeit, so ist der zugehérige Dirac-Operator D : I' (E) C L% (E) — L? (E) wesentlich selbstad-
jungiert (vgl. [Fr97], Abschnitt 4.1). Aus der Spektraltheorie elliptischer Operatoren folgt daher, daf
das Restspektrum leer ist und spec (D) nur aus reellen, isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit

besteht. Dies gilt im pseudoriemannschen Fall nicht mehr (siche [Ba81] Abschnitt 3.3)

Sei nun (E, VE (; >) ein Cliffordbiindel derart, dal Teilbiindel FY, ..., Fy mit T*"M QF = F1 ®...® F},

existieren . Dann vereinbaren wir folgende
3.2.6 DEFINITION. Der durch
v « PrFE;

definierte Differentialoperator erster Ordnung heiffit i—ter Twistor—Operator.

3.2.2 Dirac— und Twistor—Operatoren auf pseudoriemannschen Spin—
Mannigfaltigkeiten
3.2.7 Sei (MP1, g) eine orientierte und zeitorientierte, pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit mit fix-

ierter Spin—Struktur (@, f). Wir konstruieren ein Cliffordbiindel (S, v (., )) iiber (M, g):
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Zuerst definieren wir das Vektorbiindel durch

S = @ Xspiny (p.g) Lpg-

S heifit auch Spinorbiindel von (M, g, (Q, f)) und ist ein komplexes Vektorbiindel vom Rang ol3]
(n = p+ ¢) und Faser A,,. Man beachte, dafl zwei von zwei nicht dquivalenten Spin—Strukturen
induzierte Spinorbiindel isomorph als Vektorbiindel sein kénnen (vgl. 3.4.13 und 3.4.14). Die glatten
Schnitte ¢ aus I' (S) heiBen Spinorfelder oder kurz Spinoren. Wir kénnen alternativ einen Spinor ¢
als Spin. (p,q) —#quivariante Funktion ¢ € C'>° (Q,qu)Spm*(p’Q) auffassen, d.h. ¢ (qg9) = g '¢(q)
und ¢ (z) = [g, ¢ (¢)]. Hiufig benutzen wir die daraus resultierende lokale Darstellung von ¢ als glatte
Abbildung auf U C M: Ist 5 : U — @ ein lokaler Schnitt, so gilt ¢y () = [5(z),v (z)], wobei
v=pose C™(UA,,) ist.

Weiterhin ist S ein Biindel von Clifford-Algebren—Moduln. Wir identifizieren

TM = Q Xspin, (p,q) R = P x50, (p,q) R",

wobel Wir [, (21, ..., %)] aus (Q X spin, (p.q) Rp’q)z bzw. [y, (€1, ...,zy)] mit s = fo§ = (s1,...,5n)

aus (P XS0, (p,q) Rp’q)z den Vektor leclsz aus T, M zuordnen. Dann definieren wir
1=

w:TM xS — S durch p([5,2],[8,v]) =[5,z - v].

 ist wegen der Spin-Aquivarianz der Clifford Multiplikation auf den Fasern wohldefiniert und kann

zu der Abbildung
w: Cliff(M,g) x S — S, pu(lg,z1 ... -], [q,v]) :=[qg,21 - ... @ -V]

fortgesetzt werden.

Nun induziert der Levi-Civita-Zusammenhang V¢ auf (M,g) einen Zusammenhang im
Reperebiindel P X g0, (p,q) R”? und damit einen Zusammenhang V¥ in der Uberlagerung Q X Spiny (p,q)
RP:9. Um eine lokale Beschreibung von V*° anzugeben, wihlen wir einen lokalen Schnitt 5 : U — Q
und definieren s = f o § = (sq,..., $,). Unter obiger Identifizierung entspricht dann [3, e;] bzw. [s, ;]

dem lokalen Vektorfeld s; € X (U). Dann kénnen wir V¥ lokal explizit angeben:

Ve =X(0)+ 3 exag (VE sk, 50) sk - 51+ 0,
k<l

wobei X () den Spinor [3, X (v)] und s;-¢ den Spinor [8, e; - v] beziiglich der lokal trivialen Darstellung

v bezeichnet. Dann rechnet man die Produktregel aus 2.2 (iii) nach.
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Schliefllich wollen wir noch ein Skalarprodukt auf S definieren. Dabei stoflen wir auf die gle-
ichen Schwierigkeiten wie bei der Definition von Skalarprodukten auf Ap,. Fiir (orientierte) rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten konnen wir das auf A, definierte Skalarprodukt (.,.), aufgrund der
Spin—Invarianz problemlos fortsetzen. Betrachten wir nun eine zeit— wie raumorientierte pseudorie-
mannsche Mannigfaltigkeit, so miissen wir ein Spin —invariantes Skalarprodukt auf .S definieren. Wir

zerlegen dazu TM = &P @ n9. Seien O¢ und O, die fixierten Orientierungen auf £ und n?. Dann ist
Pe = {(51, »8p, Sp1s s Sn) | [815 00 8p] € O und. [8p11, ..y 8] € O}

eine Reduktion auf die maximal kompakte Untergruppe K, = SO (p) x SO(q) C SO4 (p,q)
und Qg = f! (]55) eine Reduktion von @ auf die maximal kompakte Untergruppe Ky =
(Spin (p) x Spin (q)) /Z2 (vgl. 3.1.10 bzw. 3.1.17). Es gilt

S = Q Xspin (p.g) Dpg = Qe X, Apg

und

TM =P xSO*(p,q) RP9 = P5 X Ko RP1,

Wir kénnen dann das Ky—invariante Skalarprodukt (.,.) auf A, (siche 3.1.26) auf jeder Faser S,
definieren und zu einem positiv—definiten Skalarprodukt (.,.) ¢ auf S x S fortsetzen. Wie die Schreib-
weise bereits suggeriert, ist dieses Skalarprodukt aber von der gewéhlten Zerlegung von T'M abhéingig.
Wie im ersten Abschnitt definieren wir ausgehend von (., ‘)6 ein zweites, von der Zerlegung un-

abhéngiges, indefinites, aber Spiny (p, ¢)—invariantes Skalarprodukt. Wir setzen
Je: S — 8, Je ([g,v]) = [q,b-v] fiir G € Qg

und
(. 9) = (Jew,¥).
Die Definition von (.,.) hiingt nicht mehr von ¢ ab, und V¥ ist metrisch beziiglich (., .). Weiterhin gilt
die Identitét
(X-p0) = (1" e, X 0.

Zusammenfassend erhalten wir also den

3.2.8 SATZ. Ist (MP19 g) eine raum— und zeitorientierte, pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit, dann

ist (S,V¥,(.,.)) ein (indefinites) Clifford-Biindel. Ist p =0, so ist (.,.) positiv definit.

Falls p + ¢ gerade ist, spaltet die Volumenform w den Spinormodul A, in die Summe der Eigenun-

terrdume Az‘fq © A, auf (vgl. 3.1.23). Wir kénnen dann S = Q X(spin_ (p,q),»] Dpq in die Summe der

p,q

Teilbiindel S* = Q x [Spina (p,q),5%] Aiq zerlegen.
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3.2.9 DEFINITION. Die glatten Schnitte aus T (S*) heiffen positive bzw. negative Spinoren.

3.2.10 BEMERKUNG. Die Clifford-Multiplikation vertauscht I' (S*) mit T' (SF), wie man durch eine
faserweise Betrachtung feststellt. Insbesondere gilt fiir die Einschrankungen D* von D auf T'(S%):
D* T (S%) - T'(S7).

Jeder Spin—Struktur einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit kénnen wir also einen Dirac-Operator
zuordnen. Auflerdem kann T*M ® S kanonisch in zwei Teilbiindel zerlegt und somit ein Twistor—

Operator definiert werden:

3.2.11 SATZ. T*M ® S zerlegt sich in zwei orthogonale Teilbiindel T*M ® S = W1 & Wy. Dabei gilt:

(i) W7y ist isomorph zu S und unter dieser Identifikation entspricht pry, : T*"M ® S — W der
Clifford—Multiplikation p: T*M ® S — S.

(il) Wy = ker (p).
Beweis. Seip: T*"M ® S — T*M ® S definiert durch

p() ==Y 0 @ (s n(w)

wobei (s, ..., $,) eine lokale orthonormale Basis und (01, ...,U”) die entsprechende duale Basis ist.
Die Unterbiindel
Wii={p®)|veT*M®S} und Wy := ker ()

leisten das Gewiinschte. |

3.2.12 DEFINITION. Der durch
P = prieq © VS : T(S) — T (ker (1))

definierte Differentialoperator erster Ordnung wird der zum Spin—Biindel gehorige Twistor—Operator

oder Penrose—Operator genannt.

Zusammenfassend ergibt sich folgendes Diagramm:



3.2.3 Verhalten des Dirac— und Twistor—Operators bei konformer Anderung der Metrik

In diesem Abschnitt wollen wir das Verhalten des Dirac— und Twistor—-Operators unter konformer
Anderung der Metrik studieren und den Zusammenhang zur konformen Geometrie aufzeigen. Un-
tersuchungen dieser Art wurden fiir den Dirac-Operator z.B. in [Hi74], [Ba81] (wo u.a. auch die
Abhiingigkeit des Dirac—Operators von der Spin—Struktur und vom Zusammenhang analysiert wird)
und [BiPf83] angestellt, deren Resultate wir zusammenfaBen und mit analogen Ergebnissen fiir

Twistor—Operatoren ergénzen.

3.2.13 DEFINITION. Seien E und F zwei K— Vektorbiindel iber einer pseudoriemannschen Mannig-
faltigkeit (MP9,g), und Ay : T'(E) — T'(F) ein von der Metrik g abhdingiger Differentialoperator.
Man nennt A, konform invariant vom Bigrad (a,b) (a,b € R), falls X € C* (M,R") fiir jeden
konformen Faktor Ay, = A=A \® gilt.

3.2.14 SaTz. Sei A, :T'(E) — T (F) konform invariant vom Bigrad (a,b). Dann ist
@ € ker (Ag) — @r = A% € ker (Ayg)
ein Isomorphismus.

3.2.15 KOROLLAR. Sei A, :T'(E) — T'(F) konform invariant vom Bigrad (a,b). Dann gilt:
(i) dim (ker (Ay)) ist eine konforme Invariante.

(ii) textitFiir alle ¢ € ker (Ay) ist die Menge zero(p) eine konforme Invariante, d.h. zero(px)

hdngt nicht von A ab.

Wir wenden uns jetzt speziell dem Dirac— bzw. Twistor-Operator einer Spin-Mannig faltigkeit zu. Wir
stellen zunéchst fest, dal wir jeder Spin—Struktur (@, f) auf (MP?, g) kanonisch eine Spin—Struktur
(Qx, fr) auf (MP9, \g) zuordnen kénnen: Wir betrachten dazu den Isomorphismus ® zwischen den
zusammenhéngenden Repérebiindeln Py und Py, der s = (s1,...,$,) auf § = (%, - %) abbildet.
Ist H die durch die zweifache Uberlagerung f : Q — P ausgezeichnete Untergruppe vom Index 2 in
71 (Py, 5), so definiert H := (@) y H C m (Py,®x(s)) eine Spin-Struktur (Q,f) itber (MP9, \g),

die zu (Q, f) im Sinne von Hauptfaserbiindeln isomorph ist. Dann gilt:

3.2.16 SATZ.

(i) Der Dirac—Operator einer Spin—Mannigfaltigkeit ist konform invariant vom Bigrad ("T_l, ”T'H)
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(ii) Der Twistor—Operator einer Spin—Mannigfaltigkeit ist konform invariant vom Bigrad (%, %) .

Insbesondere sind dim (ker (D)) und dim (ker (P)) konforme Invarianten.

Beweis. Fir (i) siehe [Ba81], Satz 3.14. (ii) wird analog zu (i) bewiesen. [

3.3 Harmonische Spinoren und Twistor—Spinoren

Von nun an sei (MP,g) eine (pseudo—) Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit fixierter Spin—

Struktur (@, f), D und P der zugehorige Dirac— bzw. Twistor-Operator.

Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten besagt das Theorem von Hodge-de Rham, dafl die Dimension aller
harmonischen n—Formen (d.h. Lésungen der Laplace—Gleichung) gerade die n—te Bettizahl der Man-
nigfaltigkeit und somit eine topologische Invariante ist. Allgemeiner kann man nun sich fragen, wieviel
topologische Information die Dimension des Kernes eines gegebenen Differentialoperators kodiert.
Wie wir im vorhergehenden Abschnitt gesehen haben, stehen uns auf Spin—Mannigfaltigkeiten zwei

kanonische Differentialoperatoren zur Verfiigung, deren Kerne man studieren kann:

3.3.1 DEFINITION.

(i) Die Gleichung Do = 0 heifst harmonische Gleichung, eine Lédsung ¢ harmonischer Spinor.

Weiter definieren wir die Vektorrdume
§ :=ker (D), 9, :=ker (D)NT (S*) und H_ :=ker (D)NT (S7),

sowie

0 :=dim ($) und 61 :=dim (9H4).

(ii) Die Gleichung P = 0 heifit Twistor—Gleichung, eine Lésung 1 Twistor—Spinor. Weiter

definieren wir die Vektorrdume
T :=ker (P), T, :=ker (P)NT (5") und T_ :=ker (P)NT (S7),

sowie

7:=dim (%) und 74 :=dim (T1).

(iii) Wir nennen den Kern von D bzw. P degeneriert, falls er unendlich dimensional ist.

Inwieweit ist nun die Existenz von harmonischen Spinoren bzw. von Twistor—Spinoren topologisch

oder geometrisch obstruiert, und welche Riickschliisse impliziert umgekehrt die Kenntnis von § und
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77 Wir betrachten zuerst die harmonische Gleichung. Dann koénnen wir die Tatsache benutzen, daf
D? ein verallgemeinerter Laplace-Operator ist (vgl. 3.2.5 (ii)) und fiir diese Weitzenbock—Formeln
zur Verfiigung stehen, die die Abhingigkeit von D? von der Kriimmung ausdriicken. Fiir den Dirac—

Operator gilt speziell die folgende Darstellung:

3.3.2 Satz (Lichnerowicz ’63/Friedrich ’80). Fir den Dirac—-Operator D gilt:
D*=AY 4 2R und (D-X? =AY +1R—(n—1)\

wobei R die in 2.4.8 definierte Skalarkrimmung und AV der Bochner—Laplace—Operator beziiglich der

kovarianten Ableitung V° bzw. V* mit
Vg = V3o +AX (¢)
ist (in einer lokalen orthonormalen Basis (s1,...,s,) wird AV durch

AY — _ Z&;i (Ve, Vs, +div(s;) Vs,)
=1

gegeben).
Beweis. Siehe [Li63] und [Fr80]. [ |

Auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit mit R > 0 und R (z) > 0 in einem Punkt z
konnen also keine harmonischen Spinoren existieren, d.h. die Existenz harmonischer Spinoren ist in

diesem Fall geometrisch obstruiert. Tatsdchlich gilt sogar das

3.3.3 KOROLLAR (Friedrich ’80). Sei (M™, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Di-

mension = 2 mit strikt positiver Skalarkrimmung R.

(i) Sei Ry := Hél]\l} (R (x)). Dann gilt fiir alle Figenwerte A von D die Ungleichung

Insbesondere existieren keine harmonische Spinoren.

(ii) Wird diese Schranke angenommen, d.h. ezistiert der Figenwert Ay = :l:%1 /=5 Ro, so erfiillt
der zugehdirige Figenspinor v¥4 die Gleichung

1 n
Vive = F5 /7 RX 0,

d.h. 4 ist ein sogenannter (reeller) Killing—Spinor zur Killingzahl :F%, / -5 Ro.
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Beweis. Siehe [Fr80]. [

3.3.4 BEMERKUNGEN.

(i) Killing-Spinoren miissen nicht immer existieren (tatséchlich hiangt ihre Existenz stark von der
Geometrie der Mannigfaltigkeit ab, siehe z.B. [BaFrGrKa91] oder [Bo98]).

(ii) Im allgemeinen hingt § sowohl von der Metrik als auch von der Spin-Struktur ab (siehe [Hi74]
Theorem 4.5 und Abschnitt 3.3.2), d.h. § kodiert weniger topologische Information als die Dimension
harmonischer Differentialformen.

(iii) Es existieren zahlreiche Abschitzungen fiir den ersten Eigenwert auf kompakten Riemannschen

Spin-Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension, siehe z.B. [Fr97] Abschnitt 5.1.

Wir wenden uns nun der Untersuchung der Twistor—Gleichung zu. Dabei spielt der folgende Tensor

eine wichtige Rolle:

3.3.5 DEFINITION. Sei (MP4,g) eine (pseudo—) Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n =
p+q = 3, und sei R € C>® (M) die Skalarkrimmung. Der Tensor K : X (M) — X (M) definiert
durch

K (X) = - ! . (2 (nl_ 5 X — Rie (X))

heifft Schouten—Tensor (dabei wird die Ricci-Krimmung Ric als Abbildung X (M) — X (M) aufge-
fapt, d.h. Ric(X) = > ¢ Ric(X,s;)s;).
i=1
Es folgen nun einige Resultate iiber Twistor—Spinoren. Sofern dabei der Schouten—Tensor benutzt
wird, gelten die Aussagen nur ab Dimension > 3. Im Abschnitt 3.4.2 ff. diskutieren wir die Dimension
2 eingehender. Fiir Beweise der Behauptungen 3.3.5-3.3.8 im Riemannschen Fall, die sich aber prob-

lemlos auf den pseudoriemannschen Fall iibertragen lassen, sieche [BaFrGrKa91] oder [Bo98], Abschnitt

3.2.

3.3.6 SATz. Folgende Bedingungen sind fir einen Spinor ¢ € I' (S) dquivalent:
(i) ¢ ist ein Twistor-Spinor, d.h. Py = 0.
(ii) Vie= —p—iqv - Dy fiir alle V € X (MP9)

(iii) V- Viyo+ W Vi = 29 (V,W) Dy fir alle V,W € X (MP)

(iv) g(V,V) V-V €' (S) ist unabhingig von V € X (MP?) mit |g(V,V)| = 1.

3.3.7 SATZ. Sei ¢ € I'(S) ein Twistor-Spinor. Dann gilt:

129



(i) D%*p = 1 -5 Ry, wobei R € C>(MP9) die Skalarkrimmung ist.

(i) Sei n=p+q=3. Dann ist VX (Dp) = 2K (X) - ¢.

Man kann Twistor—Spinoren auch als parallele Schnitte in einem geeignet modifiziertem Vektorbiindel

(E, VE) auffassen: Sei £ =5 @ S und

(0 —2K(X) -9+ V5y

3.3.8 SATZ.

(i) Ist p € T'(S) ein Twistor-Spinor, dann ist v VE—parallel.
De

(ii) Ist umgekehrt 4 ein V¥ —paralleler Schnitt, dann ist p ein Twistor-Spinor und 1 = Dep.
(g

Da die Dimension der V¥ —parallelen Schnitte kleiner oder gleich dem Rang des Vektorbiindels F sein

muf, und ein parallelverschobener Schnitt, der eine Nullstelle hat, identisch null ist, folgt als Korollar:

3.3.9 KOROLLAR. Sei (MP4 g) eine zusammenhingende (pseudo—) Riemannsche Mannigfaltigkeit

der Dimension n =p+ q = 3. Dann gilt:
(i) = <2lsln,

(i) Ist fir einen Twistor-Spinor ¢ (z9) = Dy (x9) =0, so folgt ¢ = 0.

Ein weiteres, wichtiges Korollar ist der

3.3.10 SaTzZ. Sei ¢ € T'(S) ein nicht trivialer Twistor-Spinor. Ist (MP9,g) eine pseudoriemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension n = p+ q > 3, so ist zero () C MP? isotrop (d.h.: Ist v: 1 — M
eine differenzierbare Kurve mit v (I) C zero (), so ist v lichtartig).

Beweis. Sei v : I — M eine differenzierbare Kurve mit v (I) C zero(p). Dann ist Dy (v (t)) # 0
wegen 3.3.8 (ii) (%) und es gilt

d s
Vi(t)‘ﬂ = dfspst)ﬂy(t)@ (v (t+8)) [s=0=0.

=0
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Somit folgt aus 3.3.6 (ii) die Gleichung ~' () - Dy (7 (t)) = 0. Multiplizieren mit ' (¢) ergibt

g (v (),7 (1)) - Dp (v (1)) =0,

woraus wegen (*) die Behauptung folgt. [ |

Abschlielend wollen wir noch auf die Beziehung zwischen Twistor—Spinoren und global konformer

Flachheit eingehen:

3.3.11 SATZ. Sei (MP9,g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3. Dann

gilt:
(i) Ist (MP4,g) einfach zusammenhingend und konform—flach, so ist dim (P) mazimal, d.h. T =
al3]+1,
(ii) Ist umgekehrt T = ols]+1 mazximal, so ist (MP? g) konform flach.

Beweis. Siehe [Bo98] Korollar 15, S.31. [ |

3.3.12 SaTz. Ist (M3,g) eine dreidimensionale, zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit
und v ein nichitrivialer Twistor—Spinor, so ist (M3,g) konform flach.

Beweis. Siehe [BaFrGrKa91], Kap. 2, Theorem 6 (ii). |

Die Beweise beruhen auf einer Charakterisierung der konformen Flachheit durch den Weyl- bzw.
Schouten—Weyl-Tensor, die jedoch erst fiir Dimension > 3 definiert werden kénnen. Man kann also
die verwendeten Techniken nicht direkt auf den zweidimensionalen Fall iibertragen. Weitere Krite-
rien fiir konforme Flachheit ergeben sich aber aus der Betrachtung gewisser, von Spinoren kanonisch

induzierter Vektorfelder.

3.3.13 DEFINITION. Sei ¢ € I' (S) ein Spinor tber (MP9,g). Dann definieren wir das Vektorfeld Vi
durch die Gleichung
9V, 2) =" Z -, 9)

fiir Z € X (M) , d.h. beziiglich einer lokalen ON-Basis (s1,...,s,) gilt Vi =P Y""  €:9(Vip, 8483
3.3.14 BEMERKUNG. Vj ist ein reelles Vektorfeld:

PIZ ) = (=), Z )
= ()P (=) (Z )
— z‘P“<Z~1/;,¢>.
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3.3.15 SaTzZ. Sei ¢ € T'(S) ein Twistor-Spinor auf einer pseudoriemannschen Mannigfaltigkeit
(MP4,g). Dann ist Vy ein konformes Vektorfeld. Genauer gesagt gilt Ly, g = %Re (iPH (Do, gp)) g.

Beweis. Sei V der von g induzierte Levi-Civita-Zusammenhang und V' = V;,. Nach Definition gilt

Lyg(T,U) = g(VrV,U)+g(T,VyV)
= TV U0)=g(V.VeU)+U(g(T,V)) —g(VwT,V)
= PTHT (U -, 9)) — (VoU + VT) -, ) + U (T - ¥, 4))]
= PHVPU) -+ U - V5, 0) + (U -, V5) — (VU + VuT) - ,)
+{((VuT) Y +T- Vi, o) + (T -, Vi)
= U V) + (U, VEG) + (T - V50, 9) + (T, V§u))].

Nun benutzen wir die Twistor-Gleichung 3.3.6 (ii): V5t = —L1Z - Dt. Dann ist:

n

ip+1
Lyg@.U) = ~“[U-T- D)+ (U7 Dv) 4 (T-U- Do) + (T, - D)

p+1

= —%[<U~T-Dw,w>+(—1>p“<¢,U-T-Dw>+<T-U-Dw7w>
+ (=1 (T U - Dy)]
ip+1

= f: ((U-T+T-U) D)+ (=1)"" (0, (U-T+T-U) - D)]
9;p+1 1T

= Dy, v) + (=17 (D, ¥)]g (T, U)

= SR (i (Dy,v),

woraus die Behauptung folgt. |

Dann gilt z.B. der folgende Satz:

3.3.16 SaTz (Rademacher/Kiihnel '97). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ € T (S)
ein Twistor-Spinor mit zero (Y) # 0. Gilt Vi, # 0, so ist (M, g) konform flach.
Beweis. Siehe [KiiRa94], Theorem A. (Fiir die Umkehrung, d.h. eine Beschreibung der global konform

flachen Mannigfaltigkeiten, die einen Twistor—Spinor mit Nullstelle und nicht trivialem konformen

Vektorfeld besitzen, siehe [KiiRa97].) |

Fiir Lorentz—Flachen konnen wir nun konforme Flachheit durch das Kriterium 2.4.26 mittels konformer
Vektorfelder an die Existenz von Twistor-Spinoren mit gewissen Eigenschaften kniipfen. Wir beweisen

zuerst das
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3.3.17 LEMMA. Sei (MlJrl,g) zeitorientierbar und ¢ € T' (S). Sei s = (s1,52) : U — P eine orthonor-
male Basis mit Lift § nach Qg, so daf$ 1z = w;ul +¢;u_q € C®(U,A141) eine lokale Trivialisierung
von Y beztiglich s ist. Dann gilt

Vi = [vd " Xo - 451" Yo,

wobet X¢ 1= s1 + s2 und Yy := —s1 + so. Insbesondere definiert Vi, ein kausales Vektorfeld. Dieses ist
zeitartig, falls die lokalen Komponenten v} und 17 keine Nullstellen haben, und lichtartig im Falle
eines nullstellenfreien Halb—Spinors.

Beweis. Sei T € X (M) mit lokalen Komponenten ¢; und t beziiglich s, d.h. T = t181 + tas2 =

[s,t1€1 + taes]. Zuerst berechnen wir:

—(T-v,y) = —([5 (tier +tae2) - (V5ur + Y5 u)], [505wn + Y un])

= —([8,e1- (tiex +tae2) - (vFur + 5 u1)], [3, 07w +¢gu,1])§
—(
—((

[5, t17t2 1/}+U1+(t1 +t2)’(/) u_ 1] [s,w;'ul +’L[J§_’U,_1])5
tr —ta) YT ur + (t1 4 t2) Yy u_r, ¥ ur + ¥ u_q)

—([e5 ) + [0 Pt + (o | = o5 [*)te.

A1t

Andererseits wird Vy, = V151 + Viypese durch die Gleichung

g (T, Vy) = (=t1Vyp1 + t2Vyo)
bestimmt. Vergleichen der Koeffizienten ergibt

2 2 2 2

Vor = (Ju [+ w7 [*) wnd Vi = (Ju " = Jus ")
woraus die erste Gleichung folgt. Weil A = g(X,,Y5) > 0 und
_ +12 1= 12
gV, Vi) = *2/\@5 } |¢§ | ’

ist das Vektorfeld V,, kausal. [

Es folgt nachstehendes Kriterium fiir (global) konforme Flachheit und Vollsténdigkeit von Lorentz—
Fléchen:

3.3.18 SATZ. Sei L = (Ml’l,g) eine Lorentz—Fliche. Existiert ein Twistor—Spinor ¢ € T'(S) derart,
daf die Spinoren Y+ = pro+1) und Y~ = prg-1 keine Nullstelle besitzen, so ist M' global konform
flach (und somit insbesondere vollstindig, falls M kompakt ist).
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Beweis. Nach Voraussetzung sind 4% und ¢~ niemals null. Daher gilt fiir jede lokale Darstellung
vpu +v_u_1, da vy # 0 und v— # 0. Nach Lemma 3.3.17 definiert V;, also ein zeitartiges konformes

Vektorfeld. Aus den Sétzen 2.4.25 und 2.4.23 folgt schliefilich die Behauptung. |

3.3.19 BEMERKUNG. Wie wir weiter unten sehen werden, gilt z.B. fiir kompakte Lorentz—Flichen

beziiglich der trivialen Spin—Struktur auch die Umkehrung.
Wir untersuchen nun das Vektorfeld V,, fiir einen harmonischen Spinor ¢.

3.3.20 SATz. Ist ¢ € T'(S) harmonisch, so ist V,, divergenzfrei, d.h. div(Vy,) =0

Beweis. Es gilt

n

div(Vy,) = ZQ‘Q(V@CVJJ
i=1

= Zei (Sig(vipasi) _g(vsaavflosl)>

i=1

= 4Pt Z (€ssi(si - @ 0) = (ViTsi- 0,0))

i=1
— ptl zn: € (si - Vssi% ©)
i=1
= "Dy, ) =0,
da der Spinor harmonisch ist. |

3.3.21 KOROLLAR. Ist ¢ € T'(S™) harmonisch, so gilt in der Schreibweise von 3.5.17:

Xo(|el?) + | div(Xo) = 0.

3.3.22 SATZ. Sei X ein X—Vektorfeld und ¢ ein positiver harmonischer Spinor. Dann gilt

X -p=0.
Insbesondere ist Vi, - p = 0.
Beweis. Wir haben
—U_1 U—-1
el Ugy = und es - Uuq4q =
—U41 —U41

Ist s = (s1,82) : U — P ein lokaler Schnitt mit § nach @, dann X = AXy, ¢ =[S, fsuy1] und
AXo - = A5, fs(er - upr +e2 - upq] =0,

woraus die Behauptung folgt. |
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3.4 Die Dirac— und die Twistor—Gleichung auf Flichen
3.4.1 Die Dirac— und die Twistor—Gleichung auf kompakten Riemannschen Flichen

Sei R = (M?,h) eine (kompakte) Riemannsche Fliche vom Genus g. Dann ist M wegen wo (M) =0
eine Spin—Mannigfaltigkeit und es existieren card (H (M, Zg)) = 229 verschiedene Spin-Strukturen
(vgl. 3.1.35). Erste umfangreichere Untersuchungen iiber harmonische Spinoren auf Riemannschen
Fldchen wurden von Hitchin in [Hi74] verdffentlicht. Demnach héngt § auf Riemannschen Flichen

entscheidend vom Genus g der Fliache M ab.

3.4.1 BEMERKUNG. Im Fall einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit gerader Dimension
konnen wir die in 3.2.10 erwithnten Dirac-Operatoren D* : T'(S*) — T'(ST) betrachten, welche

elliptisch und damit insbesondere fredholmsch sind. Weil DT ein selbstadjungierter Operator ist, gilt
Index (D+) = dim (ker (D+)) — dim (ker (D_)) =0y —0_

(siche [Fr97], S.118). Da auf kompakten Riemannschen Flichen das A—Geschlecht 0 ist, folgt
Index (D) = 0 (siehe [LwMi89] Theorem II1.13.10) und somit d, = J_ (siehe auch [B&97], Ab-

schnitt 4); es reicht also, lediglich D¥ bzw. d, zu studieren.

3.4.2 DEFINITION. Fine kompakte Riemannsche Fliche heifst hyperelliptisch genau dann, wenn ein
Integraldivisor D auf M? mit deg (D) = 2 und v (D™') > 2 ewistiert (Fir eine Definition dieser
Begriffe sowie fiir weitere Eigenschaften hyperelliptischer Flichen, siehe [FaKr91] Abschnitt II1.7).

Dies ist dquivalent zur Existenz einer nicht konstanten, meromorphen Funktion mit genau zwei Polen.
3.4.3 THEOREM (Hitchin '74).
(i) Es gilt die Abschitzung 04 < [%] Insbesondere ist §4 endlich.

(ii) Sei M hyperelliptisch. Dann ist 64 = [QTH} fiir eine Spin—=Struktur iber M. Ist g zudem gerade,
so existieren mindestens 2 (g + 1) solcher Spin—Strukturen. Insbesondere hingt d4 fir g > 3 im

allgemeinen von der Metrik h ab.
Beweis. Siehe [Hi74], Abschnitte 2.1 und 2.2. [

3.4.4 BEMERKUNG. Man kann zeigen, daf 6, = [£E!] nur fiir hyperelliptische Flichen oder Flichen
vom Genus 4 oder 6 gelten kann (siehe [Mr68], Theorem 3.1). Fiir ¢ = 4 oder 6 sind nicht hyperellip-

tische Beispiele mit 6, = [Zf*] bekannt (siche [BaSc92], Abschnitt 3 und 4).
Das Ergebnis von Hitchin kann noch verschérft werden:
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3.4.5 THEOREM (Bér/Schmutz '92). Sei M eine hyperelliptische Riemannsche Fliche vom Genus
g = 2. Dann gilt:

(i) Es existieren stets Spin-Strukturen mit 61 =0 und §4 = 1.

(ii) Ist g gerade, so gilt 64 = [g—gl] fiir genau 2 (g + 1) Spin—Strukturen.

(iii) Ist g ungerade, so gilt 04 = [%‘1] fiir genau eine Spin—Struktur.

Beweis. Siehe [B&dSc92], Theorem 3 und 4. [ |

3.4.6 BEMERKUNG. Eine kompakte Riemansche Fliche vom Genus 1 ist diffeomorph zu einem Torus,
und, wie in 2.4.25 (i) bemerkt, global konform flach. Da § eine konforme Invariante ist, geniigt es somit,
den flachen Torus zu betrachten. In [Fr84] zeigte Friedrich, daf

2, falls (Q, f) die triviale Spin—Struktur ist

§(T%,9,(Q, 1)) =

0, fiir alle iibrigen Spin—Strukturen

Fiir einfach zusammenhéngende Riemannsche Flichen kennt man folgendes Resultat:

3.4.7 SaTz. Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Fliche vom Genus 0. Dann gilt fir den ersten
Eigenwert des Dirac—Operators die Ungleichung

A2 > 47 .
area (M)

Insbesondere existieren keine harmonische Spinoren auf M.

Beweis. Siehe [Bd92]. [

3.4.2 Die Dirac— und die Twistor—Gleichung auf Lorentz—Flichen I: Minkowski—Flichen

Wir wollen nun die harmonische Gleichung und die Twistor—Gleichung auf Lorentz—Flichen unter-
suchen. Dabei sollen konforme Fragestellungen im Vordergrund stehen: Wieviel konforme Information
kodieren die spingeometrischen Invarianten § und 7, d.h. in welchem Mafle kénnen diese konforme
Klassen unterscheiden? Welcher Zusammenhang besteht zwischen konformen Invarianten des ersten
Kapitels wie Nullinien oder lichtartige Vollstéindigkeit einerseits und § bzw. 7 andererseits? Welche
geometrischen Konsequenzen ergeben sich aus der Kenntnis von § und 77 Bevor wir dazu einige all-
gemeinere Resultate beweisen, wollen wir zunéchst einige einfache Beispiele diskutieren. Dabei stehen

wir vor dem Problem, mit welchen Techniken man diese Fragen angehen sollte. Was die Methoden
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fiir Riemannsche Flichen angeht, so gilt einmal mehr, da eine direkte Ubertragung in die Lorentz—
Geometrie im allgemeinen nicht moglich ist. So benutzt z.B. die Untersuchung des Riemannschen
Torus seine konforme Flachheit, eine Eigenschaft, die sein Lorentz—Analogon (vgl. 2.4.26 und die Tori
aus 2.4.14 und 2.4.24) aufgrund des Verlusts der Elliptizitit nicht mehr teilt. Die meisten Methoden
fiir pseudoriemannsche Mannigfaltigkeiten funktionieren hingegen im wesentlichen erst ab Dimension
> 3. Wir beginnen zunéchst mit der Untersuchung von Minkowski-Flichen, um die Ubertragbarkeit

auf den zweidimensionalen Fall zu studieren.

VORBEMERKUNG. Sei (M'1! g) eine Minkowski-Fliche. Es bezeichne (Qo, fo) die triviale Spin—
Struktur und Sy das hieraus resultierende, triviale Spin-Biindel (vgl. 3.1.35 und 3.2.7). Wir iden-

tifizieren dann T'(Sp) = C°(MM!,Z;1) mit C°(MY1,C?), wobei ¢ € T'(Sp), dargestellt als
+
Spiny (1,1) —Aquivariante Funktion ¢ = ¢Tu; + ¢ u_1 fiir ¢7,¢~ € C*(Q,C), auf 4 ab-

¥
bgebildet wird (die Wahl der Basis (u1,u_1) wird im folgenden wichtig werden). $°, §% bzw. T, TY

bezeichnen die Vektorrdume der harmonischen Spinoren bzw. Twistor—Spinoren beziiglich der trivialen

Spin-Struktur, und §°, 61 bzw. 7°, 70 ihre respektive Dimension.

Ziel ist es, 6 und 70 fiir E>! = (Rz, [dxdy]) zu berechnen. Dazu bestimmen wir zuerst explizit die zu

16sende harmonische Gleichung bzw. Twistor—Gleichung.

3.4.8 SATZ.

(i) ¢ € 9° genau dann, wenn fir jede lokale Orthonormalbasis (s1,s2) die Gleichung s - Vflcp =

Sg - Vig@ gilt.

(ii) » € TV genau dann, wenn fiir jede lokale Orthonormalbasis (s1,s2) die Gleichung s; - Vflcp =

—Sg - Vsszgo gilt.

Beweis. (i) Aus 3.2.4 folgt fiir D die lokale Darstellung Dy = —s1 - V5 ¢ + 59 - V5 ¢ (x). Also ist
Dy = 0 genau dann, falls s; - Vflgo =89 Vig@ gilt.

(ii) Nach Satz 3.3.6 ist ¢ € T° genau dann, wenn V5 ¢ = —1s, - Dy gilt, woraus wiederum aus der

lokalen Darstellung (x) die Behauptung folgt. [ |

3.4.9 LEMMA. Fiir alle Z € X(MYY) und ¢ € T'(S) gilt lokal

1 1
Vg@ = Z(Qp) + 59 (Zv [SlaSQ]) S1°82-¢¥ = Z (50) + ig (Za [81,82])0} 4
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Beweis. Nach 3.2.7 miissen wir fiir Z = Zys1 + Zsso lediglich
g(V5 51, 89) = Zlg(V 51,52) + ZQQ(V 51,52)

berechnen:

g(VEiCs1,80) = %[31(9(51’82)) + s1(g(s2,81)) — s2(g(s1,51)) —

—9g(s1,[81,52]) + g(s1, [52, 51]) + g(s2, [51, 51]) = 9(51, [s2, 51])-
Genauso finden wir
g(vffsl, s2) = g(s2,[s2, 51])-

Also ist
9(V5Cs1,82) = Zig(s1, [s2, 51]) + Zag(s2, [s2, 51]) = 9(Z, [s2, 51]).

3.4.10 SATZ. Sei (Ml’l,dxdy) eine Lorentz—Fliche mit globalen Nullkoordinaten (xz,y). Dann gilt

beziiglich der trivialen Spin—Struktur:

(i)
0 f 9] 2
YJ_A,_ - S C M C | 8 f =
0
und
0 0 2
H_ = € C™(M,C%) | 9,9=0
g
(i)
0 f o) 2
T = € C™(M,C%) |9, f =
0
und
70 = €C™(M,C?) | 9,9=0
)
Beweis. Weil (x,y) globale Nullkoordinaten sind, ist (s1,s2) = \/5' , 'ﬂy> ein (globales) Or-

thonormalsystem mit [sy, s3] = 0. Also gilt

S, _ _
Vye=27(p) 2
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f

fiir p = e C*> (M , (Cz). Realisieren wir die Clifford-Multiplikation geméf 3.1.5, so folgt
g
81'Vssl<,0:i 0 Oz — 0y) f :;1 0z —0y)yg
V2\ =i 0 ) \i@-a)9 ) V2\i@.-a,)f
und
s 1[0 i (0x + 0y) [ 1 [ —(0:+09y)g
2 Ver=751 . vAR
2\ i 0 i(0x+0y)g 2 i(0z+0y) f
1 0
(Man beachte, daf§ die Matrixdarstellung von e; beziiglich der Basis ( , ) definiert ist,
0 1
0
und wegen u_q = ein ¢ in die zweite Komponente des Spinors aufgrund unserer in der Vorbe-

i
merkung gewihlten Identifizierung hinzugefiigt werden muf). Aus einem Koeffizientenvergleich ergibt

3.4.8 die Behauptung. |

3.4.11 KOROLLAR. Fiir jede Minkowski—Fliche gilt 6] = +o0o und 79 = +oc0.

Insbesondere kann der Satz 3.3.8 nicht fiir Lorentz—Fliachen verallgemeinert werden, da 3.4.11 dem

Korollar 3.3.9 (i) widerspricht. Auch fiir 3.3.9 (ii) und 3.3.10 148t sich leicht ein Gegenbeispiel finden:

3.4.12 BEISPIEL. Wir betrachten die Minkowskiebene E?1. Sei f € C* (R, C) eine Funktion, die
durch glatte Fortsetzung von
1, fur |z| > 1+¢

0, fir |z| <1

f(z) =

definiert wird. Sei

f(z)
0

’(/}+(-T7y) =

Dann ist T gemifl Satz 3.4.10 ein Twistor—Spinor, aber auf U := (—1,1) x R gilt zpr{] =0.

Die Methoden und Resultate fiir hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten lassen also im allgemeinen
sich nicht auf Lorentz—Fléchen iibertragen. Ein erster Ansatz wird aber in 3.4.10 dennoch sichtbar,

némlich das Verhalten der Spinoren entlang der Nullinien zu studieren (vgl. 3.4.66 bzw. 3.4.73).
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3.4.3 Die Dirac— und die Twistor—Gleichung auf Lorentz—Flichen II: Der Lorentz—Torus

Wie die Minkowski—Flichen zeigen, weicht die hoherdimensionale Spingeometrie vom zweidimension-
alen Fall erheblich ab. Wir wollen daher uns der Frage zuwenden, ob die spingeometrischen Aussagen
iiber den Riemannschen Torus, trotz der bereits erwdhnten Schwierigkeiten, auf den Lorentz—Torus
sich iibertragen lassen. Anders gesagt wollen wir kldren, ob in Dimension zwei die Kompaktizitit
einer Flache die Endlichdimensionalitdt von $ impliziert und die Degeneriertheit somit topologisch
obstruiert wire. Allerdings gibt es noch einen weiteren, gewichtigeren Grund, den Torus zu studieren.
Im Abschnitt 1.5 sahen wir, dal das Verhalten der Nullinien auf dem Torus vielfiltiger als auf einfach
zusammenhéngenden Lorentz—Fléichen ist. Eine mogliche Abhéngigkeit zwischen Existenz und Eigen-
schaften von harmonischen Spinoren bzw. Twistor—Spinoren und denen von Nullinien sollte auf dem

Torus leichter zu erkennen sein.

Der flache Torus In diesem Abschnitt betrachten wir den Standard-Torus 72 als kompakte Lie—
Gruppe mit linksinvarianter pseudoriemannscher Metrik. Dann kénnen wir die harmonische bzw.
Twistor—Gleichung beziiglich der vier Spin—Strukturen mit Hilfe darstellungstheoretischer Methoden,
wie sie von H.Baum in [Ba81] eingefiihrt wurden, untersuchen. Wir stellen die hier verwendete Methode
kurz vor; fiir eine eingehendere Betrachtung siehe die Abschnitte 2.4, 2.5.1, 3.2.1 und 3.2.2 in [Ba81].
Das Grundproblem besteht darin, die zu zwei nicht—dquivalenten Spin—Strukturen (Qi, f1) und
(Q2, f2) iiber (MP1,g) gehorigen Dirac-Operatoren D; und Dy miteinander zu vergleichen. Dazu
fithrt man den Begriff der Deformation zweier Spin—Strukturen ein. Sei pry : G (p,q) X Z2 — G (p, q)
die Projektion auf die erste Komponente. Man ordnet den Spin—Strukturen (Q1, f1) und (Q2, f2) auf

kanonische Weise eine pr; —Reduktion des Repeérebiindels P zu: Wir betrachten

R ={(y1,92) € Q1 x Q2 | f1 (1) = f (v2)}
mit der Zo—Wirkung (y1,92).(—=1) := (y1 - (—1),y2 - (—1)). Das Paar (R, 1) definiert durch
R := R//Zg
und
p: R — Py, ye] — f1(y1) = f2 (y2)

heiit Deformation von (Q1, f1) und (Q2, f2). G (p,q) X Zy wirkt auf R durch [y1,y2].(a,z) =
[y1a, y2az] (wobei A (@) = a), und man kann R als G (p, q¢) X Zz Hauptfaserbiindel iiber M auffassen.
Wir betrachten ferner die zweifache Uberlagerung /i : R/G (p,q) — P/G (p,q) = M und das komplexe

Linienbiindel

E®:=R/G(p,q) Xz, C
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iiber M. Seien §; : U — Q; zwei lokale Schnitte mit f o §; = s, und sei [§] := [(§1,52)] : v — R,
wobei [] die Aquivalenzklasse in R bezeichnet. Ist e € EC, so konnen wir e = [{5}, z] schreiben (hier

bezeichnet {} die Aquivalenzklasse in R/G(p,q). Dann gilt der

3.4.13 SATZ. Die Abbildung (:S; ® EC — Sy definiert durch

B([51, vl ® [{8}, 22) = [$2, 2v]a

ist ein Vektorbiindel-Isomorphus. Insbesondere sind S; und S isomorph, falls EC trivial ist.

Beweis. Siehe [Ba81], Satz 3.5. n

3.4.14 KOROLLAR. Alle Spin—Biindel einer zeitorientierten Lorentz—Fliche sind isomorph.

Beweis. H?* (M, 7) besitzt keine 2—Torsionen und daher ist EC trivial (vgl. Satz 3.7 aus [Ba81] oder
die Argumentation aus 3.1.35 (ii)). |

Den Levi-Civita—Zusammenhang auf P koénnen wir zu einem Zusammenhang auf R liften, der
wiederum eine kovariante Ableitung VE® auf EC induziert. Man kann zeigen, dafl VES flach ist,
woraus fiir nn = [{§}, 2] € F(El%) mit z : U — C die Ableitung V’)E(Cn = [{58}, X (n)] folgt. Dann kénnen

wir die Spinor-Ableitungen V51 und V2 wie folgt vergleichen:

3.4.15 SATZ. Seien V' und V52 die Spinor—Ableitungen beziiglich der Spin—Strukturen S1 und Ss.
Dann kommutiert fiir alle Z € X(MP¥9):

F(Sl ® EC) F(SQ)
V5 e 1 O %
I'(S; ® E°) I'(S2)

wobei V5! Bgee Hp@n) = Vieen+e@ V.
Beuweis. Sei ¢ @ e € I'(S; @ EC). Sei lokal ¢ ® ey = [51, 5] @ [3, 2] wobei § = (51, §2). Dann gilt

V2B([ELA © {3} 2]) = V(52 20))

- _ o, 1 _
= [82,2(z)p+22(0) + 52 Y e g(V5 si,55)s0 055 @l

1<J
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Andererseits ist

1 1
BoVE ®gpe WL @l@ s} 2) = B30, Z2(8) + 5 D ieig(V5 51,5)5 55+ 9]
1<j

®[{8}, 2] + [51, ¢l @ [{5}, Z(2)))

. _ 1 _
= [52,Z2(2)p+ 2Z(p) + izz Eiejg(Vécsi, $5)8i - S5+ @l

1<j
Dies ergibt die Behauptung. |
3.4.16 Falls EC trivial ist, kénnen wir einen nirgends verschwindenden Schnitt e : MPt9 — EC

wéhlen. Wir definieren die komplexwertige Form w, durch die Gleichung Vgce = we(Z)e und «a. :

I'(S;) — I'(S1 ® E®) durch a,(¢)(z) = ¢, ® e,. Dann kommutiert folgendes Diagramm:

I'(51) I'(S, ® E°) ['(S2)
VS +we(2) OVZ ®yze O \%5
c B
['(51) L(S1®@E") ['(S2)

Wir betrachten nun den uns interessierenden Fall einer zusammenhéngenden Lie-Gruppen mit linksin-
varianter Metrik (G,g). Wir beschreiben zuerst die auftretenden Spin-Strukturen: Sei (G,§) die
universelle Uberlagerung von (G,g) mit der Uberlagerungsabbildung 7 : G — G. Dann wirkt
71 (G) = 1 (G,e) als Gruppe von Decktransformationen auf G. Aufgrund der Linksinvarianz der
Metrik ist das Reperebiindel trivial, d.h. P =2 G x SOy (p, ¢q). Wir fixieren ein x € Hom (71 (G) , Z2)
und definieren eine Wirkung von 71 (G) auf G x Spin. (p, q) durch

o] (%, a) == ([o] .2, x ([a]) @)

fiir [o] € 71 (G), & € G, und a € Spiny (p, q). Sei G x, Spiny (p,q) := G xSpin, (p,q) /x der Quotient
aus G x Sping (p,q) iiber der durch x definierten Wirkung. Sei

Qy = (G Xy Sping (p,q),mopr,G)

und
fx i =(mA): Qy — P.

Dann gilt der
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3.4.17 SAaTz (Baum ’81). Fiir eine zusammenhdngende Lie-Gruppe G mit linksinvarianter Metrik g

sind die Spin—Strukturen durch

Spin (G, 9) = {(Qy, fx) | x € Hom (71 (G, €), Z2)}

gegeben. Weiterhin gilt: Fizieren wir auf (G,g) die triviale Spin—Struktur, so entspricht die
durch (Qy, fy) ausgezeichnete Kohomologieklasse in H'(G,Zs) wunter der Identifikation mit
Hom (71 (G) ,Z3) dem Homomorphismus X.

Beweis. Siehe [Ba81], Satz 2.9. |

Sei nun ein nirgendsverschwindender Schnitt e, € I'(E®) gegeben. Ein solcher Schnitt wird durch
eine nullstellenfreie Funktion ¢, : G — C definiert, welche e(w.§) = x(w)e(g) erfiillt. Falls ¢, =
1 fiir x = 1 gilt, so kénnen wir S; mit der trivialen Spin-Struktur identifizieren und I'(S7) mit
C*®(G,Apiq). Sei (g,Id) ein globaler Schnitt in P =2 G x SO4+(p,q) und sei [§,1] : U — @, ein
lokaler Lift dieses Schnittes. Dann entspricht v(z) = [{g(x)},1] € I‘(E%) diesem Schnitt und e, (z) =
Hg(x)}, e (9(x))] = €4 (g(z))y(x). Wegen VE y = 0 erhalten wir
ES N
Ve = (dey) (Z%)y
= 5;1 (dey) (Z7)ey;,
und somit
o (2) = 127 (ey),
wobei Z* die Hebung von Z € X(G) nach @, bezeichnet.

Identifizieren von I'(Sy) mit I'(Sh) = C*°(G, Ap4q) ergibt schliefflich:

3.4.18 SaTz. Sei G eine Liesche Gruppe derart, dafi m (G) keine 2—Torsionen besitzt. Ist
X € Hom (m (G),Z3) und €, : G — C eine nirgends verschwindende Abbildung mit €, ([o]g) =
X ([a]) ey (g9) fir [a] € w1 (G), so gilt unter obigen Identifikationen

s X 1w
V3o =Vt Z ey
fir o € C°(G, Ap1q).
3.4.19 Wir betrachten den Lorentz-Torus (T"'*!, gy). Die universelle Uberlagerung wird durch p :
R? — T p(zy,20) = (€271 ™2 gegeben. 71 (1) = Z & Z wirkt auf R? durch (21, 22).(z1, 22) =

(x1 + 21,22 + 22). Andererseits kann Hom(m1(T),Zz) mit Zy ® Zo = {(a1,a2) | a; € {£1}} durch
X1 =x(1®0)=eT1=%) und yy = x(0® 1) = e'F 17%2) identifiziert werden. Wir definieren

€a(T1,22) = o F(@1(1-a1)+a2(1-az))
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Dann ist eq,1) = 1 und € ((21,22)(21,72)) = X{'XFex(1,22) = x(21,22)€x(21,22). Nun

W (X) (@) = e (51 + 52)")(ex) (), also
T 1— ay 1-— a9
LL)X(XS)(ﬂC) = ? < Al + )\2 ) .

Somit ist ein Spinor fu; € I(SF

(al ,ag)

) = C°(T**! Cuy) genau dann harmonisch, falls folgende

Gleichung erfiillt wird:

S, = ~ 1 ~ 1 s am(l—a; 1—ag) -
V3H X)f=— — Y =u
X frwX)f A18m1f+ )\2812f+ 5 N + . f=0

Sei die Fourier-Entwicklung von f durch f(xl,xg) = Zk,leZ fre2mikzitlez) gogehen. Dann erhalten

wir die Gleichung

~ 4k — 1 41 — 1 ;

Z Fu ay + I az + eQm(km1+lx2) = 0.
)\1 )\2

k,Jl€Z

Also definiert f € C (T, C) einen harmonischen Spinor dann und nur dann, wenn
. A
fri =00r4k—a1+1:—>\—(4l—a2+1).
2

Da 4k — a3 + 1 und 4l — a3 + 1 aus Z sind, und konstante Funktionen stets Losungen fiir die triviale

Spin—Struktur sind, erhalten wir folgenden
3.4.20 SATZ. Sei o := {%. Dann gilt:

S(ah@) 5+ fO?” o) € Q (BN Q Q

(+1,+1) +00 1
(+1,-1) +00 0
(—1,+1) +00 0
(—=1,-1) +00 0

Analoge Resultate gelten fir 6_, 7 und 7_.

Nun wird ein X—Vektorfeld durch X = 0; + %82 gegeben (man betrachte das isotrope Vektorfeld

o — :\\—;62 und wende 2.3.8 an). Der Flul von X auf 7?2 durch a = (a1,as) ist die Projektion der

Geraden i—;t + a. Wie in 2.7.5 dargelegt, ist das Bild der Projektion geschlossen bzw. dicht genau
dann, wenn o) aus Q bzw. nicht aus Q ist. Da die Wahl eines anderen X—Vektorfeldes lediglich die

Parametrisierung des Flufles dndert, erhalten wir abschliessend als

3.4.21 KOROLLAR.

(i) 64 = 400 genau dann, falls alle X -Linien geschlossen sind.

(i) 04+ <1 genau dann, falls alle X—Linien dicht liegen.
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Analytische Methoden Die darstellungstheoretischen Methoden aus dem ersten Abschnitt geben
bereits einen ersten Anhaltspunkt fiir die Beziehung zwischen Nullinien und der Dimension der har-
monischen Spinoren. Jetzt wollen wir eine allgemeinere Familie von Metriken beziiglich der trivialen
Spin—Struktur untersuchen, in dem wir — wie bei den Minkowski—Flachen — die Spinorableitung nach
der Wahl geeigneter Koordinaten berechnen und die harmonische Gleichung auf eine partielle Differ-
entialgleichung zuriickfithren. Analoge Betrachtungen kénnen wir auch fiir die Twistor—Gleichung
anstellen. Dabei werden wir versuchen, diese Gleichungen mit den Losungen der isotropen Flufigle-

ichungen, also den Nullinien, in Verbindung zu bringen.

Wie bereits bemerkt stellt der Torus — modulo Diffeomorphismus — die einzige kompakte Lorentz—
Fliche dar. Wir kénnen uns daher auf die Betrachtung des Standard-Torus T? = R?/(Ze; @ Zes)
(wobei (e1, e2) die kanonische Basis des R? ist) mit zuriickgezogener Metrik beschrinken. Dazu heben
wir die Untersuchung in den R? und arbeiten mit doppelt-periodischen Funktionen, d.h. wir betrachten
R? mit einer Lorentz—Metrik
. a(z1,x2) blxy,x9) ’
b(xy,22) c(x1,z9)

wobei a,b und ¢ Funktionen aus C*(R2,R)%" = {f € C®°(R%,R) | f(z1 + n, x5 +m) = f(x1,x,) fiir
alle n,m € Z} sind. Modulo konformer Anderung diirfen wir sogar b(z1,z2) = 1 annehmen, da wir ja
lediglich an konformen Invarianten interessiert sind. In gleichem Sinne interpretieren wir C'*° (T 2 211)

als C>°(R?, 511)22. Dann kénnen wir I' (§) = C> (T2, Z11) mit C'C’O(IRz,(Cz)Z2 gleichsetzen, wobei
+
wir den Spinor ¢ = ptu; + ¢~ u_;1 wieder auf 4 abbilden. Wir betrachten nun Metriken, die

®
beziiglich der globalen Standardbasis (e1,e2) = (91, 02) durch

_)‘%($17$2) 0

g\ =
0 )\%(1’1,%2)

2
mit A\j,\ € C®(T% R) = C™ (Rz,R)Z und A, A2 # 0 gegeben werden. Die Wahl dieser Familie
ist durch zwei Gesichtspunkte motiviert: Erstens induziert das Koordinatensystem (eq, es) die globale
Orthonormalbasis
€1 €9

s1 = — und s9 :=

| Ao’
somit erhalten wir in Hinblick auf 3.4.8 eine globale Charakterisierung von harmonischen Spinoren
und Twistor—Spinoren durch eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Zweitens ist diese

Beispielfamilie umfangreich genug, um auch nicht global konform flache Metriken zu enthalten:
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3.4.22 BEISPIEL. In [RoS493] betrachten die Autoren die Metriken
Jo(w1,22) = dx? — 62(1*005(5”1*51?2))61%%

und

_ 2 2sin(z1—x 2
91(z1,20) = d] — € (21 2)dx2

auf dem Torus T? = R? /27Z?, und zeigen deren Unvollstéindigkeit. Also ist nach 2.4.23 weder (T2, go)

noch (T2, g1) konform flach. Hingegen wire die Wahl der Beispielklasse
gx = =A% (23) daf + A] () da3

fir i € {1,2} zu restriktiv, denn 9; fiir i # j € {1,2} wiére ein nullstellenfreies, nicht isotropes

Killing—Vektorfeld, woraus die konforme Flachheit von gy wegen 2.4.26 folgte.

Sei auf T? die triviale Spin-Struktur (Qy, fo) fixiert. Wir betrachten unter den genannten Identi-

fizierungen den Dirac— bzw. Twistoperator
D bzw. P : C®(R%,C%)% — ¢ (R2,C2)%.
Dann gilt der

3.4.23 SATZ. Unter obigen Trivialisierungen gilt:

+
(i) = SD_ ist ein harmonischer Spinor genau dann, wenn
12
1
—)\281(,0+ = /\182(,0+ + §<,O+(82>\1 + 31)\2)
1
/\2(91<,07 = /\132(,07 -+ 5307(82>\1 — 81)\2)
ot
(i) ¢ = - st ein Twistor-Spinor genau dann, wenn
1
)\281Q0+ = /\132(,0+ + 5(,0+(*32>\1 + 81)\2)
1
)\231907 = *)\182@7 + 5(,07(82>\1 + ({91>\2)

Beweis. Zuerst berechnen wir die Spinorableitung geméfl 3.4.9 und wenden dann 3.4.8 an. Nach

Definition ist s; - ¢ = s; - (T u1 + ¢ u_1) fiir ¢ € T'(S) ; also folgt aus den obigen Realisierungen
S1°S2-p=WwW-p= 7g0+u1+<p*u_1.
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Fiir die Komponenten der Zusammenhangsform gilt nach 3.4.9:

Gy = g(V§ICS1, $2) = g(s1, [52,51])

und

Go = g(Viy s1,52) = g(s2, [s2, 51])-

Einsetzen von s; := - ergibt

e, 2 €1 e; 1 1 1 1

Gi = g(si, [s2,51]) Q(Ai,[)\z, )\1]) g()\i7 " 2()\1)61 N 1()\2)62),
d.h.
G ! 021 und G L NMAe ()
e 1 = .
1 Mo 2A1 U 2 Mo 112
Also haben wir
+ + +
1 0; 1 -
o B e
a AL\ Oi” 2 ¢
(,0+
Der Spinor ¢ = € C°°(T?,C) erfiillt also nach 3.4.8 die Dirac— bzw. Twistor-Gleichung

genau dann, falls

S1 - Vflga = 4359 - Vigp

bzw.
F1
0 =1

V= Vi

gilt. Damit erhalten wir fiir harmonische Spinoren die Gleichung

1 1 1

— 01T+ =Gt = ——0pT — —Gapt

" " + T " 2P 5 2¢

1 1 1 1

—01p” — =Grp~ = —0sp  — =Gap~

N 19 5 1P " 2¥ 5 2%
und fiir Twistor—Spinoren

1 1 1 1

—O1pt + =Gt = 0Ot + =GapT

N 1" + 5 ¥ " b + 5 20

1 1 1 1

— o1 — =G~ = ——0p + =Gap .

N 19 5 1¥ N by + 5 200
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SchlieBlich ergibt Einsetzen von (x) fiir harmonische Spinoren

“Ad1pT = Moy + %SDJr(az)\l + 01 )2)
X201~ = MOap + %@*(82)\1 — O1)2)
und fiir Twistor—Spinoren
bt = MdapT + %90+(—52)\1 + 01 )2)
AO1p™ = —Mbdayp + %<P_(32>\1 + 01A2).
Dies ist die Behauptung. |

Wir haben also die Frage, ob 0 aus specp (D) bzw. specp (P) ist, in ein analytisches Problem in Form
einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit periodischen Koeffizienten iibersetzt. Der
indefinite Charakter der Lorentz—Metrik driickt sich in der Hyperbolizitdt der Gleichung aus. Um die

Gleichungen aus 3.4.23 zu vereinfachen, machen wir folgende, zusdtzliche ad—hoc—Annahme:

—/\1(1‘1, .1‘2) + /\1(1‘1, O) = f (91)\2(,131,t)dt
0

(84_) (3'2)\1 + 31>\2 =0« z1
—)\2($1,$2> + )\2(0, 1‘2) = f 82)\1(8,.’172)d8
0
bzw.
)\1 (l‘l,l‘g) — )\1 (l‘l,O) = f (91)\2($1,t)dt
(6_) 62)\1 — 81/\2 =0« 0

Ty
)\Q(xl,xg) - )\Q(O,IEQ) = f 82)\1(871'2)618
0

Die Differentialform

)\:I: = >\1d$1 + )\Qd.'L'Q

ist also unter der Vorraussetzung (04.) geschlossen. Eine Diagonalmetrik gy, fiir die (04 ) bzw. (0-) gilt,
nennen wir folglich positiv bzw. negativ geschlossene Diagonalmetrik. Zwei natiirliche Fragen dringen

sich auf:
e Existieren nicht global konform flache Beispiele innerhalb dieser kleineren Familie von Metriken?
e LBt sich eine geometrische Interpretation dieser Annahme geben?

Die erste Frage werden wir in 3.4.32 positiv beantworten. Die Diskussion des zweiten Punktes stellen

wir bis 3.4.53 (i) zuriick.
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3.4.24 BEMERKUNG. Wir erinnern daran, da man jede doppelt periodische Funktion nach der
Fourierbasis {e?™i(ke1+lz2) | | | € Z} entwickeln kann (siehe z.B. [Ta96], Abschnitt 3.1). Da im fol-
genden alle Summen uniform konvergieren bzw. die Ableitungen der \; wieder integrierbar sind (da

diese stetig sind und der Torus kompakt ist), vertauschen [, d und ).
Fiir geschlossene Metriken gilt insbesondere folgendes

3.4.25 LEMMA. Ist h eine positiv bzw. negativ geschlossene Diagonalmetrik, und sind A1,, bzw. Aa,,

die Fourierkoeffizienten von A1 bzw. A2, so folgt
l)\lkl = $/€)\2kl und )‘101 =0= )\Qko

fir k,1 € Z\{0}, wobei F unter der Voraussetzung (94 ) gilt.
Beweis. Es gilt

82)\1 — 27”~< Z l)\lkleQTri(ka:1+lac2) + Z l)\lmeQm‘le)
k,1£0 10
und

Ondg =2mi( D kg, 2™ Bt p N gy, 2T,
k,1£0 k=0

Unter der Voraussetzung (0+) ist da A1 = 91 Ao = 0, woraus
D (g £ kg, e Rt LN TN 2T 1N Ty, PR =
k170 1740 k40

folgt. Ein Koeflizientenvergleich ergibt die Behauptung. |

3.4.23 legt nahe, wie in 3.4.10, die positiven und negativen Spinoren getrennt zu behandeln, um
statt zweier Gleichungen nur eine Gleichung zu untersuchen (die zweite Gleichung wird dann durch
o~ = 0 bzw. T = 0 geldst). Dabei betrachten wir stets eine geschlossene Diagonalmetrik der-
art, dafl der Zusatzterm wegféllt, d.h. im Falle von positiven harmonischen Spinoren und negativ-
en Twistor—Spinoren betrachten wir positive, und fiir negative harmonische Spinoren und positive

Twistor—Spinoren negative geschlossene Diagonalmetriken. Unter dieser jeweiligen Voraussetzung ist

dann die harmonische Gleichung dquivalent zu

o) “Xadigt = Mday™ filr o € T(SH) = € (R2,C)% und (94)
Nadhg™ = Mo~ fiir = € T(S7) = € (R%,C)” und ()

und die Twistor—Gleichung zu

— Ao = Mdap™ fiir o~ €T (S7) = (R2,C)” und (5_)

(TG) 7?
A2b1pT = Mo fiir o7 € T (ST) =2 C*> (R?,C)” und (9;)
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Wegen dem

3.4.26 SATZ. Sei h)y eine negative bzw. positive geschlossene Diagonalmetrik. Dann sind $4 und % _
bzw. H_ und T, isomorph.
Beweis. Die Abbildungen

Ty 9y =T, 0 u — ptu_y

und

T :H- =T, o uar—9 wm

sind offensichtlich zueinander inverse Vektorraum-Isomorphismen. |

koénnen wir uns auf die Untersuchung der harmonischen Gleichung —unter der jeweiligen Voraussetzung

(0+)— beschrénken.

3.4.27 DEFINITION.  Fir o € R\ {0} definieren wir

@1 £
(p: <x1,$2) :: efrza(of(Al(s,z2)+)\1(s,0))ds 7bf(/\2(w1,t)+)\2(0,t))dt)

und . o
ﬂ'ioz(({()\1(5,12)+)\1(s,0))ds +({(A2(m1,t)+)\2(0,t))dt)

li = Nigy = / / \dT?

T2

¥q (T1,72) =€

Sei

2
der nullte Fourierkoeffizient von \;, i =1,2. Da X; € C* (R? R\ {0})Z , gilt 1; € R\ {0}.

2
3.4.28 LEMMA. ¢F € O (RQ, (C)Z genau dann, wenn ol; € Z fir i = 1,2 ist.
Beweis. Wir miissen zeigen: ¢ ist periodisch, d.h. ¢ (z1 +n, 29 +m) = T (21, 29) fiir allen,m € Z
genau dann, wenn «ol; € Z ist. Es gilt

n zo+m

(A1 (s,z2+m)+A1(s,0))ds F of ()\Q(I1+n,t)+)\2(0,t))dt>

OH:»

o (1 4+n,20+m) = e (

T <?1(A1(s,3c2)+kl (s,O))ds ?3’2()\2(9c1,t)+)\2(0,t))dt)
e e 0 0

Tix (n f(Al(s,x2)+A1(s,0))ds q:mfl()\g(ml,t)-i-)\z(o,t))dt)
e 0 0
= ¢ (21,22)

genau dann, wenn
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() ( Of1 A1(s,z2) + A (s, 0))dsﬂme (A2(z1, )+/\2(0,t))dt> €27

ist. Weil der Ausdruck in den Klammern stetig ist, hingt er nicht von z; und z3 ab und () ist

dquivalent zu

1
2 n/)\l(s,O)ds :Fm/)\g(O,t)dt = const (n,m) € 2Z.
0

Wegen \; (s, t) = 3 \j,, €2 (ks H) gi]g
kol

1 3.4.25
§ Alk,e2“1ksds:§ My U= A = h
k,l l

Il
o—_ _

o

und

1 1
/ A2 (0,t)ds = / Z/\gme%i“dt = Z Ay TE Ny = L.
0 0

k,l k

2
Also ist ¢ € C* (R?, (C)Z genau dann, wenn « (nly + mly) € Z fiir alle n und m ist. Dies ist offenbar

dquivalent zu al; € Z (man betrachte die Spezialfille n = 0 und m = 0). |

3.4.29 SATzZ. Gilt al; € Z fiir i = 1,2 (x), so ist der Spinor @la o ur bzw. Pra= Prau-1 fir l € Z

und eine geschlossene Diagonal-Metrik mit (04) bzw. (0—) harmonisch.

[EE— 2
Beweis. Wegen (x) sind @L und ¢, aus C*° (RQ, (CQ)Z . Berechnen der inneren Ableitung ergibt:

o1 ()\1(8, 3?2) + A1 (S, 0))d8 F [ (Aa(x1, t) + )\2(0, t))dt
/ /
= )\1(1‘173;‘2) + )\1(1‘1, ) /(81)\2)(1‘1, )dt
(3:i) )\1(1'173;‘2) —l—)\l(l'h ) /(82)\1)(1‘1, )dt
0

= )\1(331,332) -+ )\1(1’1,0) -+ /\1(x1,x2) — /\1(x1,0) = 2)\1(.%1,’132).
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Genauso findet man

T1

82 /()\1(8 .132)+/\1 S, 0 dS:F/ /\2 $1, +/\2(0 t))d
0 0

/32)\1(57962)6% T Ao(x1,22) F A2(0, 22)

jF/51>\2(57332)d5HF)\2(361,332)IF)\2(0,96‘2)

Fha(x1,22) £ A2(0,22) F Aa(z1, 22) F A2(0, 22) = F2Aa(21, 22),
woraus schlie3lich
A (21, 22) 00T (21, 2) = F2mila; (v1, 2) Ao (w1, 22) 9T (21, T2) = Fha(21, 22)01 9% (21, T2)

folgt. |

3.4.30 SATZ. Ist der Spinor E harmonisch, so ist die Menge
H:={of |l ez}

linear unabhingig. Fir o # 0 gilt daher 69 = +oc.
Beweis. Wir zeigen den Fall (+) durch Induktion; der Fall (—) wird analog bewiesen. Der einzelne
Spinor ﬁ ist linear unabhéngig, da er iiberall nicht null ist. Sei die Annahme fiir Teilmengen der

Michtigkeit £ — 1 bewiesen. Wir betrachten die Gleichung

k
(% P

wobei die a; € C und die [; € Z paarweise verschieden sind.

Aus (x) folgt durch Betrachtung der ersten Komponente

k—1 ‘m’(lj—lk)a(zfl()\l(s,a:g)-‘rA] (s,O))ds—g}?()\z(x1,t)+)\2(0,t))dt)
() >ajfe 0 0 = —ag
Jj=1

Wir differenzieren nach x; und erhalten

i(lj—lp)a| [ (A1(s,z2)+A (s,O))ds—Tf(A (z1,t)+X2(0,t))dt
Zaﬂm a)\le * ( e o ’ ) =0,

weshalb

k—1

(2’/Tl(lj — lk)a)\l(:vl,xz)aj) @Zj*lk)a = 0
1

BN
I
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gilt. Aus der Induktionsannahme folgt
27Ti(lj — lk)a)\l(xl,xg)aj =0 fiir j = 1, ..,k’ -1

Da l; — I # 0 und Ay # 0 nach Vorraussetzung sind, ist a; =0 fir j = 1,...,k — 1, und somit a; =0
wegen (k). |

Wir definieren oy := % (offensichtlich finden wir fiir linksinvariante Diagonalmetriken das o) aus
3.4.21 wieder). Aus 3.4.30 erhalten wir als hinreichende Bedingungen fiir die Degeneriertheit der

Kerne das

3.4.31 KOROLLAR. Sei g\ negativ bzw. positiv geschlossen. Ist oy € Q, so folgt 61 = +o0

L
2

da al; = p und aly = q aus Z sind. Also ist 6] = 400 nach 3.4.29. |

Beweis. Ist £ = g € Q mit ggT (p,q) = 1, so ist nach 3.4.28 der Spinor E fir a = % periodisch,

3.4.32 BEISPIELE.
(i) Alle flachen Metriken auf dem Torus sind positive und negative geschlossene Diagonalmetriken.
Insbesondere finden wir das Ergebniss von 3.4.20 fiir die triviale Spin—Struktur wieder.

(ii) Seien ¢,d € R mit |c|,|d| > 1 und definiere
A1(z1,22) := cos(2mxy) sin(27wxs) + ¢

und

Ao(x1,x9) := sin(2mwxy) cos(2mxy) + d.

Dann sind A; und Ay niemals null und periodisch, d.h. gx = —A3(z1, 22)dz? + A3 (21, x2) dr3 definiert

eine Lorentzmetrik auf dem Torus, die auflerdem positiv geschlossen ist. Weiterhin gilt:

1
/)\1(8, 0)ds = c
0

und
1

/)\Q(O,t)dt =d,

0
Ist also % =9= % € Q, so folgt 8% = 4o00. Ein System linear unabhingiger harmonischer Spinoren
ist durch

{ew;ql (% sin(27rm1)sin(2ﬂm2)+2011+2dm2)u1 | le Z}

gegeben.
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(iii) S* =2 R/Z wirke kanonisch auf den Komponenten des Torus. Die geschlossenen Diagonalmetriken

umfassen dann alle S!—invarianten Diagonalmetriken: Sei z.B. gy eine Diagonalmetrik der Form
gr = —A3(x2)da? + N3 (x2) da.

Diese ist konform dquivalent zur Metrik

welche offensichtlich positiv und negativ geschlossen ist.
(iv) Alle Metriken der Form
Ire = —dat + A (21) p(w2) do

sind positive und negative geschlossen Diagonalmetriken, denn diese sind konform &quivalent zu

1
———d? + p (zo) da?.
)\(l,l) 1 :U’( 2) 2

(v) Wir betrachten die Diagonalmetrik gy, die durch
A1 (z1,22) = f (21 — 22)
und
A2 (w1, 22) = —f (1 —12) — ¢

gegeben wird. Dabei ist f : R — R eine noch zu bestimmende nullstellenfreie und periodische Funktion
und c eine Konstante ungleich 0 so, dafl auch )y keine Nullstelle aufweist. Dann ist g, geschlossen,

denn
DA (w1, 12) = —f' (21 — 22) = D1 A2 (w1, 32) .
Weiterhin ist gy konform dquivalent zur Metrik

Cc

—f(r1—m3) —co, o 2 272
= —d2? + dzy = —dz} + (1 + ————)?dx3.
7 i [ (21— z2) yr i f(l"l—ivz)) 2
Wir fithren die Koordinatentransformation
x_l‘l—l‘g und _T1+ 22
T L

durch, d.h. ;1 = x + y und 2 = y — =. In diesen neuen Koordinaten schreibt sich

a2 g2 ¢ N2rg2 2
go = —dx* —2dxdy —dy +<1+f(2:c)) (dy* — 2dzdy + dz*)
c
= (=1+(1+—=)de? 201+ (1 +
(1 (1 s =21

% V\ir _
f(2x)) Ydzdy + (—1+ (1 +
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Somit erhalten wir eine Metrik aus der in 2.4.14 betrachteten Familie, wobei —6 (z) = (=1 + (1 +

ch))z) Besitzt ¢ keine Nullstellen, so ist gg geodétisch vollstindig, aber falls § isolierte Nullstellen

aufweist, so ist go raum—, zeit— und lichtartig unvollstindig. ¢ (z) = 0 gilt aber genau dann, falls

1+ ﬁ = =+1 gilt, also genau dann, wenn % = 0 oder —2 ist (). Da ¢ ungleich 0 sein soll, kann

nur die letzte Moglichkeit in Betracht gezogen werden. Sei z.B.
f(x):=sin(2n(z+d)) +¢,

wobel wir jetzt zusétzlich ¢ > 1 fordern (dann hat weder \; noch Ao eine Nullstelle, g, definiert also
eine Lorentz—Metrik). Dann gilt () dann und nur dann, wenn sin (27 (2z 4 d)) = —§ ist, was fiir
1 < ¢ < 2 viermal pro Periode erfiillt wird. Dabei fixieren wir d = dy so, da8 f(0) = —§ gilt (d.h.
4 (0) = 0). Wir folgern, daf go unvollstéindig ist. Da die Koeffizienten periodisch sind, kann g auf den
Torus induziert werden und definiert dort ebenfalls eine unvollstdndig Metrik. Insbesondere folgt aus
2.4.23, daB (T2, go) nicht global konform flach ist. Weil g\ konform #quivalent zu gq ist, ist also auch

g nicht konform flach. Ferner ist I; = ¢ und Il = —2¢, d.h. % = —%. Also existieren fiir alle 2 > ¢ > 1

unendlich viele linear unabhéngige Losungen.

Wir wollen nun, wie beim flachen Torus, den Zusammenhang zwischen .+ und dem Verhalten der

Nullinien untersuchen.

3.4.33 SATZ. Sei gy eine positive (bzw. negative) geschlossene Diagonalmetrik. Dann existiert eine
geschlossene X — (bzw. Y —) Linie genau dann, wenn oy € Q ist.

Beweis. Weil es nicht auf die Parametrisierung, sondern lediglich auf die “Form” der Nullinien
ankommt (siehe auch 3.4.21), kénnen wir zur Berechnung der isotropen Fliisse beliebige X' — bzw.

Y—Vektorfelder heranziehen. Nach 2.3.7 ist Z = Z10; + Z20, genau dann isotrop, wenn

A Ao
o1 _ 42
Zy Al

gilt. Nehmen wir 0.B.d.A. A1, A5 > 0 an, so definieren
A A
X=0+220, mdY =8, — 220,
Ao Ao

ein X— bzw. Y—Vektorfeld. Wir wenden 2.5.28 an; die Annahme aus Abschnitt 2.5.3 ist offensichtlich
erfiillt. Aus der Flufigleichung

1 (f) . 1
zo(t) +42
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wobei + fiir eine positive und — fiir eine negative Metrik gelten soll, folgt die ezakte Differentialgle-
ichung
d RSICITE))

meQ - Ao (1, 2)

bzw. die Gleichung

)\1(1’1,1’2)d1’1 + )\2(1’1,1’2)(11’2 =0.

Ziel ist es, o in Abhéngigkeit von x; zu bestimmen, um die Rotationszahl auszurechnen. Da diese
von der Anfangsbedingung unabhingig ist, kénnen wir z.B. x5 (0) = 0 wihlen. Gemif dem Stan-
dardverfahren zur Losung exakter Differentialgleichungen miissen wir eine Stammfunktion F' mit

M F = X\ (z1,22) und o F = FAy(x1, z2) finden. Integrieren ergibt:

x

F(.”L'l,.%‘2> :/)\1(5’-T2)d5+f(x2)7

0
wobei fiir
Z1
f(x2) = Fha(xy, 22) — 82/A1(s,x2)ds @ ):F)\Q (1,22 :l:/ (012) (8, m2)ds = FA2(0, x2)
0 0
gilt. Somit folgt f(xs2) = f A2(0,t)dt, und daraus

Fla1,25) = /Al(s,xg)ds:F/)\g(O,t)dt
0 0

Um x5 in Abhéngigkeit von z;1 zu erhalten, miissen wir nun die Gleichung
F(l’l,{EQ) =F (0,$2 (0)) = F(0,0)

nach x4 auflosen. Wir setzen die Fourierentwicklung von A\; und A ein und erhalten

) 627rik:cl -1 )
F(le, .’132) = Z AlkleQWzlacz |:27mk:| + (Z /\101627rzl12)x
k#0,1 1
e27ril:r2 -1
+ Z )\ZM |:27T’lk:| -+ (Z )\QkO)ZQ
10,k A

eQﬂ'il!tQ

omils eQ‘ﬂ'ik&E1 _ 1 _ 1

s 02 —

E )\lkle |:27T7,]€ :| + E )\le |:27TZ,Z€:| + 111'1 +F 12.%'2 =0.
k0,1 1£0,k

FEinsetzen von 1 = n ergibt die Gleichung

2mix
lQl’Q( :I:llnf Z Ale {ﬁ} s
1#0,k
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so daf3

1‘2(71) l1 1 [ 27”:@271]
=+- - — E e ==,
n l2 nlg )\2kl 2mik

140,k
Nun ist die Fourier—Reihe jeder glatten Funktion absolut konvergent (siehe z.B. [Ta96] 3.Kapitel Satz
1.3), so dal die Summe auf der rechten Seite bei Grenziibergang n — +o0o gegen 0 konvergiert. Als

Rotationszahl erhalten wir somit p = :I:%, woraus die Behauptung mit 2.5.28 folgt. |

3.4.34 KOROLLAR. Sei gy eine positive (bzw. negative) geschlossene Diagonalmetrik. Existiert eine

geschlossene X — (bzw. Y —)Kurve, so ist 6% = +oo.

Die Frage liegt nahe, ob auch die Umkehrung gilt. Dies ist nach 2.5.28 wiederum &quivalent zur Frage,
ob die Existenz einer dichten Nullinie eine Obstruktion fiir die Degeneriertheit der Kerne darstellt.

Schon beim flachen Torussahen wir, daf eine dichte Linie 4+ < 1 impliziert.

3.4.35 SATZ. Sei gy eine positive (bzw. negative) geschlossene Diagonalmetrik. Existiert eine dichte
X— (bzw. Y—)Kurve, so ist 6% = 1.

Beweis. Existiert eine dichte X — (bzw. Y —) Linie, so ist die Rotationszahl nicht aus Q, und daher
sind alle X — (bzw. Y —) Linien dicht. Wir definieren das Vektorfeld

A= ?)\261 — )\162.

Dann ist A ein X— (bzw. Y—) Vektorfeld, und die erzeugten Flufilinien sind dicht. Die Gleichung
(HQ@) schreibt sich dann gerade

A (<p+) =0 bzw. A (307) =0,

d.h. jede Losung ¢* bzw. ¢~ ist entlang jeder Nullinine konstant, und da diese dicht liegen, iiberhaupt
konstant. cu; bzw. cu_; sind dann offensichtlich die einzigen nicht trivialen Lésungen, woraus 6% = 1

folgt. |
Abschliessend erhalten wir den

3.4.36 SaTz. Sei h konform dquivalent zu einer positiven (bzw. negativen) geschlossenen Diagonal-
metrik. Dann gilt:

Als mégliche Dimensionen 63 treten nur 1 und +oo auf. Diese Fille sind charakterisiert durch:

(i) 6% =1 <= o\ ¢ Q <= alle Nullinien liegen dicht
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(ii) 6% = +00 <= o\ € Q <= es emistiert eine geschlossene X — (Y —)Kurve und alle Nullinien

sind entweder geschlossen oder Asymptote einer geschlossenen Linie.

Wir motivierten die Wahl unserer Beispielklasse mit der Existenz einer globalen Orthonormalbasis, die
gestattete, die lokale Charakterisierung durch die Spinorableitung in eine (globale) partielle Differen-
tialgleichung umzuschreiben. Um weitere Aussagen iiber harmonische Spinoren und Twistor—Spinoren
zu machen, beweisen wir ” Lokalisierungsprinzipien”, d.h. Sétze, die uns erlauben, von lokalen Eigen-
schaften der Spinoren (die einer analytischen Untersuchung zugénglich sind) auf globale zu schlieflen.
Die folgenden Resultate werden wir im néchsten Abschnitt durch geometrische Methoden elementarer
beweisen konnen; um die Fruchtbarkeit analytischer Techniken unter Ausnutzung konformer Eigen-
schaften zu demonstrieren, seien hier alternative Beweise vorgestellt. Zuvor moéchten wir an unsere
Vereinbarung aus 2.5.3 uns erinnern, wonach [, bzw. m, die durch x € M verlaufende X — bzw.

Y —Linie bezeichnet.

3.4.37 SaTz (Nullstellensatz). Sei (Ml’l,h) eine Lorentz—Fliche und ¢ € $4. Existiert ein x¢ €
MUY mit o (x9) =0, so ist Plig, = 0.
Beweis. Da MU' separabel ist, existiert nach 2.3.16 eine abzihlbare Uberdeckung aus Karten

{(Un, Xn = (tn,vn))}, ey und Metriken hy, € [h] mit
hju, = —du? + dv.

Es bezeichne A, den zugehorigen konformen Faktor (d.h. h, = A,h), " den Raum der positiven
harmonischen Spinoren beziiglich der Metrik h,, und ¢, = A%gp € 9 dem ¢ € H, entsprechenden
Spinor (vgl. 3.2.16 (i)). Nach Satz 3.2.15 (ii) ist dann zero (¢,,) = zero (@), insbesondere gilt o, (z) =
0 fiir alle n. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, daf§ 7o € U ist. Nach Satz 3.2.16 (i) ist ¢o € '} und
daher gilt

s
vlrhoo SoolUO = 8IOSOO = 0
nach 3.4.10, d.h.
Po|1,,nU, = const. (x).

Wegen z € I, N Uy folgt Po|,y U = 0 und daher
Pnll, v, = 0 filr alle - (xx).

Sei nun z € [, beliebig; wir miissen zeigen, daf ¢, (z) = 0 fiir ein und damit alle n ist. Nun existiert

ein k € N mit 2 € U;. Da der Nullbogen [;,, von xg nach x kompakt ist, existieren endlich viele
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1
Ji € Nmit I, € J Uj;. O.B.d.A sei jo = 0 und j; = k. Sei j; fiir ein ¢ = 1,...,1 — 1 so gewihlt,
i=0
daB Uj, N Uy # 0. Wegen (x) ist PiillaynU;, = const. und wegen () ist PiillagnU;, N, = 0, also folgt
Pjiltagnu;, =0 Nach spitestens [ — 1 weiteren Schritten ist j; = k, und es folgt die Behauptung. H

3.4.38 BEMERKUNG. Mutatis mutandis gilt 3.4.37 auch fiir negative harmonische Spinoren und pos-

itive/negative Twistor—Spinoren.

Mit Hilfe von 3.4.37 kénnen wir nun die Nullstellenmenge von harmonischen Spinoren bzw. von

Twistor—Spinoren ndher untersuchen:

3.4.39 KOROLLAR. Sei ¢ aus H+ oder To. Dann gilt:
(i) zero(y) ist entweder leer oder nicht diskret.

(ii) Ist zero(p) Umgebung einer seiner Punkte, und existiert eine dichte Nullinie, so ist ¢ = 0.

Daraus erhalten wir als weiteres Korollar das

3.4.40 “LOKALISIERUNGSPRINZIP”. Sei (M, [h]) eine Lorentz—Fliche mit einer dichten X — Linie
I. Seien o1 und @2 2wei positive harmonische Spinoren. Eristiert eine Umgebung U in M mit @y =
o, S0 folgt p1 = 2. Analoges gilt fiir harmonische Spinoren aus I' (S™) und Twistor-Spinoren aus
I (S*).

Beweis. o1 — s ist offensichtlich ein harmonischer Spinor aus I' (ST), der auf U verschwindet. Wegen

Unl#0 gilt auch (o1 — 2);; = 0 und daher 1 = o aus Stetigkeitsgriinden. |
Damit kénnen wir nun folgende Obstruktion fiir degenerierte Kerne beweisen:

3.4.41 SATZ. Sei (Mm,g) eine Lorentz—Fliche, auf der eine dichte X — Nullinie existiert. Dann ist
or < 1.

Beweis. Seien ¢ und 1 zwei positive harmonische Spinoren, und ¢ nicht identisch null. Wir miissen
zeigen, dafl ¢ € C mit ¥ = cp existiert. Sei x ein Punkt aus der dichten X —Nullinie [, und sei ¢ € Q,
beliebig. Dann kénnen wir ¢ () = [¢,v] und ¢ (z) = [¢,w] mit v und w aus Afl schreiben. Weil ¢
nicht trivial ist, folgt v # 0, sonst wiire ¢ = 0 auf einer dichten Menge von M ! und somit iiberhaupt
null. Da Afl eindimensional ist, existiert ein ¢ € C mit w = cv. Wir definieren einen neuen positiven

harmonischen Spinor durch ¢ = 1) — c¢p. Dann ist
(b(l‘) = [(wacv] - [‘170} = 07
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also ¢; = 0 geméfl dem Nullstellensatz. Weil [ dicht in M ist, folgt ¢ = 0 und daher ¢ = cyp, woraus
die Behauptung folgt. |

Geometrische Methoden Anhand der lokalen Darstellung als partielle Differentialgleichung erkan-
nten wir in der Existenz dicht liegender Nullinien eine erste Obstruktion fiir die Degeneriertheit.
Dabei benutzten wir im wesentlichen— genau wie bei den Minkowski-Flichen — die (konforme)
Flachheit, um zu sehen, dafl die Ableitung positiver bzw. negativer Spinoren entlang der X — bzw.
Y —Linien verschwinden muf}, um harmonisch bzw. Twistor zu sein. Um diesen Sachverhalt allgemein
zu diskutieren, betrachten wir nun nicht mehr die Mannigfaltigkeit (M, g), sondern ein fixiertes

Spiny (1,1) —Hauptfaserbiindel @ mit der Spinorableitung V*:

3.4.42 SATZ.
(i) Sei ¢ aus T (ST) bzw. T (S™). Dann ist ¢ ein harmonischer Spinor genau dann, wenn
Vi =0 baw. Vyp =0
fiir alle X —Vektorfelder X bzw. Y— Vektorfelder Y gilt.
(i) Sei ¢ aus T (ST) bzw. T'(S™). Dann ist ¢ ein Twistor-Spinor genau dann, wenn
Vip=0bzw. Vyp=0
fiir alle Y— Vektorfelder Y bzw. X— Vektorfelder X gilt.

Beweis. Sei ¢ € T'(ST); wir beweisen jeweils nur den ersten Teil der Aussage, den zweiten zeigt man
analog.

(i) =) Sei also ¢ € H1 und X € X (U) ein X—Vektorfeld. O.B.d.A. diirfen wir nach eventueller
Verkleinerung von U annehmen, daf ein isothermales Koordinatensystem s = (s1, s2) auf U definiert
ist. Dann schreibt sich

X=X (81 + 82)
fiir A € C>°(U). Nach 3.4.8 gilt s - V5 ¢ = s5- V5 ¢, d.h.
S S S
vslgp =w:- VSQSO = _v82<)07

weil V5o (T (S*)) € T'(S*) und AT, der Eigenunterraum von w zum Eigenwert —1 ist. Daraus folgt

aber Vssl+52g0 = 0, und nach multiplizieren mit A erhalten wir V5 ¢ = 0.
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<=) Umgekehrt folgt aus V3¢ = 0 die Gleichung Vssl 15, = 0 fiir jedes isothermale Koordinaten-

system, woraus

Vie=-Vip=w-Vip

und somit sich

S1 - Vflgo =S9- Vigp

ergibt.
(ii) =) Sei also ¢ € T, und Y € X (U) ein Y—Vektorfeld. O.B.d.A. diirfen wir nach eventueller
Verkleinerung von U annehmen, dafl ein isothermales Koordinatensystem s = (s1, $2) auf U definiert

ist. Dann schreibt sich

Y:/\(Sl—SQ)

fiir A € C°°(U). Nach 3.4.8 gilt s; - VZ ¢ = —s5 - V o, d.h.

Vap=-w Vo=V,

2

weil V5 (I'(5F)) € T'(S*) und AT, der Eigenunterraum von w zum Eigenwert —1 ist. Daraus folgt
aber V7 _,,¢ = 0, und nach Multiplizieren mit A erhalten wir V¥, ¢ = 0.
<) Umgekehrt folgt aus Vf,go = 0 die Gleichung Vfl_s , = 0 fiir jedes isothermale Koordinaten-

S

system, woraus V5 ¢ = V5 o = —w - V5 g

® und somit sich s1 - V5 p = —s3 - V§2g0 ergibt. |

3.4.43 KOROLLAR.
(i)
9 ={p eT(ST) | Vi = 0 fiir jedes X — Vektorfeld X}

und

H_={peT(S7) | Viy =0 fiir jedes Y — Vektorfeld Y}.

T, ={pe(§") | Vi =0 fiir jedes Y — Vektorfeld Y}

und

T_={pel(S7) | Viy =0 fiir jedes X — Vektorfeld X}.

3.4.44 BEMERKUNGEN.
(i) Insbesondere sehen wir, daf lokal die harmonische Gleichung bzw. die Twistor-Gleichung immer

unendlich viele linear unabhéngige Losungen beziiglich einer beliebigen Spin—Struktur besitzt: Dazu
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reicht es, die Gleichungen aus 3.4.42 fiir ein lokal flaches g € [g] (vgl. 2.3.16) hinzuschreiben. Dies ist
nicht weiter iiberraschend, denn wir benutzen dabei ja die Tatsache, dal auf einer Lorentz—Fliche keine
lokalen konformen Invarianten existieren und das lokale Verhalten der Nullinien modulo konformer
Anderung immer uniform ist. Wie wir im folgenden noch sehen werden, ist die Endlichdimensionalitiit
der Kerne ein Ma#f fiir das ”pathologische” Verhalten der Nullinien.

(ii) Wir wollen im folgenden einige Umformulierungen von 3.4.42 angeben. Dazu machen wir zuerst
eine allgemeine Bemerkung: In jedem Vektorbiindel E (assoziiert zum Hauptfaserbiindel P x¢ V') mit

kovarianter Ableitung V¥ gilt
Vie=VZla¢l =42 (¢)]

fir p € ' (E) bzw. ¢ € C* (P, V)G, wobei Z* der horizontale Lift von Z ist (siche Lemma auf S.115
in [KoNo63]). Fassen wir in unserem speziellen Fall eines Spin-Biindels die Spinoren ¢ € I' (S¥) als
Spin, —invariante Funktionen @ € C™ (Q,Af;) auf, so besagt 3.4.42, daB V¢ = [¢,X* (¢)] = 0
bzw. Vi = [¢,Y* (p)] = 0 ist.

3.4.45 KOROLLAR 1 (“Orthoformitét” von harmonischen Spinoren und Twistor—Spinoren). Fiir die

isotropen Vektorfelder X und Y seien X* und Y™ die nach Q gelifteten horizontalen Vektorfelder.

Dann gilt:
(i)
Hr 2 {peC¥(Q,z1,) Y X7 (9) =0}
= {peC®(Q,z 21, 1)Spm+ (L0 | ¢ ist konstant entlang horizontalen
Lifts von X — Wegen}
und

_ o _ \Spinyg(1,1) % /=
9. = {pecC (Qai1,1) pin( |Y (p) =0}
_ oo _ \Sping (1,1
_ {QDEC (Q7il,1) piny (1,1)

Lifts von Y — Wegen}.

| @ ist konstant entlang horizontalen

(i)

~ Spiny (1,1) « /T
T = {wecoo(@u:ll)p+ [V (¥) =0}
0o Spin4(1,1)
= el (Q.z 21, ) | 4 ist konstant entlang horizontalen

Lifts von ) — Wegen}
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und

1
I

e C®(Q.27,) ™" | x* () =0}

{veC>(Q, iil)smmu’l) | 1 ist konstant entlang horizontalen

Lifts von X — Wegen}.

Bezeichne )1 + usw. die Menge der positiven, nullstellenfreien harmonische Spinoren. Dann existiert
eine Bijektion zwischen $4 » und T_ » und H_ » und T . Diese wird durch faserweise Fortsetzung

der Abbildungen
_ 1
T, : le\{O} - §1,1\{0}7T+— (zu1) = ;U—l

bzw.

_ 1
Ty 20 M0} = 25, \{0}, T (2uy) = !

definiert.
Beweis. Fassen wir Spinoren ¢ € I' (S*) als Spin —invariante Funktionen ¢ € C> (Q, A1i,1) auf, so

besagt 3.4.42 geméf 3.4.44, daf3
Ve =[0, X" (§)] = 0 baw. Vip =[g,Y" ()] =0,

woraus der erste Teil der Behauptung folgt. Die Abbildungen T, _ bzw. T_, sind insbesondere
R—linear und somit Spin (1,1) —invariant (vgl. 3.1.21). Wir fassen nun ¢ € C*(Q, z1,)%7"+1:1
als Abbildung mit Werten in C auf und schreiben ¢ = [¢, pu1]. Betrachten wir die durch faserweise

Fortsetzung erhaltene Abbildung 7', _ : T'(S*) — I'(S7), so ist

7 _ 1
T+—90 = [qa T—O——()Oul] - |:q, L)0’(16_1:| .

Nun folgt (siehe 3.1.20 fiir die Definition von g,) Ty (@gau1) = %u_l = goTy_(pu1), d.h. Ty _ ist
Spiny (1,1)-Aquivariant und daher tatséchlich eine Abbildung von $)4  nach T_ . Gleiches gilt fiir

T_ .. Beide Abbildung sind invers zueinander, woraus die Behauptung folgt. |

3.4.46 BEMERKUNG. 3.4.45 entspricht der Charakterisierung von harmonischen Spinoren als holo-

morphe Schnitte im Spinorbiindel iiber Riemannschen Fléchen (siehe [Ne89] Satz 3, Seite 11).

3.4.47 KOROLLAR 2 (X'— und Y—Parallelitdt von harmonischen Spinoren und Twistor-Spinoren).
Sei p € T'(ST). Dann ist ¢ ein positiver harmonischer Spinor bzw. ein negativer Twistor—Spinor
genau dann, wenn fir alle x € M** und alle X —Vektorfelder X € X (M) gilt: Ist 1, die X — Linie

durch x© und



S0 15t
¢ (y) = [Pu.);a—yd: 0]

fir alle y € 1, wobei P(lx);;zﬂyq die Parallelverschiebung von q¢ € Q, nach @, entlang des hori-

zontalen Liftes (I)"

q von ly mit Anfangspunkt in q ist. Eine analoge Aussage ergibt sich fiir negative

harmonische Spinoren und positive Twistor—Spinoren, wenn man Y — statt X — Vektorfelder betrachtet.

Beweis. Sei zuerst ein qo € Q fixiert, so dafl wir S = Q Xspin, (1,1) A1,1 auf das Holonomiebiindel

QA (qO) XHolA(qo) A1,1
reduzieren konnen. Wir identifizieren
T (S+) o Cm(Q’Ai&-’l)Spin_,_(l,l) o Coo(QA <q0) ,Ail)HolA(qo).

Nach Satz 3.4.42 bzw. Bemerkung 3.4.44 ist ¢ € $4 genau dann, wenn V3¢ (y) = [¢, X* (¢) (¢)] = 0,
also genau dann, falls ¢ konstant entlang jedem horizontalem Lift [} einer X —Linie [, in Q“i (qo) ist.
Dies bedeutet aber gerade

P(Pa)so—yle) = ¢ (@) =0
fiir alle y. Daraus folgt die Gleichung

*)
= [

@ (y) = [an %] (Qy)} = [P(lm);:mHme @(P(lm);:zﬁqu)} ,P(lm);:xﬂyq"m U}-

3.4.48 BEMERKUNGEN.

(i) Da die Parallelverschiebung unabhéngig von der Parametrisierung von [, ist, spielt es keine Rolle,
welches X'—Vektorfeld die Nullinie als Integralkurve erzeugt, da diese nur deren Parametrisierung
beinflussen.

(ii) Sofern wir 3.4.42 oder ein darauf basierendes Korollar benutzen, kénnen wir die Untersuchung auf
positive harmonische Spinoren beschriinken. Alle Ergebnisse gelten dann, eventuell unter Vertauschung
von X /)Y bzw. +/—, auch fiir Spinoren aus _ bzw. T.

(iii) Die fixierte Spin-Struktur (Q, f) geht in den Zusammenhang V* bzw. in die Parallelverschiebung
ein, so dafl § bzw. T, wir wir auch bereits an Beispielen gesehen haben, in der Regel von der Spin—
Struktur abhingen wird.

(iv) Die Sétze 3.4.10 und 3.4.37 beruhen auf einer Beschreibung harmonischer Spinoren als Funk-
tionen, die konstant entlang einer der beiden Familien isotroper Linien sind. Dabei war die Mannig-

faltigkeit entweder flach, oder wir konnten uns lokal, modulo konformer Anderung, auf den flachen
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Fall zuriickziehen. Fiir eine einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit ist aber die Flachheit eines
Zusammenhangs zur Existenz paralleler Schnitte dquivalent, so dafl eine Betrachtung der Nullinien

auf der Fliche selbst dquivalent zur Betrachtung der Hebungen in die Spin—Struktur sich herausstellt.

3.4.49 KOROLLAR 3.

(i) Sei ¢ € T'(S) ein harmonischer Spinor. Dann sind

o =prs+ (p) und = = prg- (¢)

harmonische Spinoren. Insbesondere ist jeder harmonische Spinor von der Form ¢ = o7 @ o~

mit ot € 9, und o~ € H_.

(ii) Sei ¢ € T'(S) ein Twistor-Spinor. Dann sind

Yt =pre+ (V) und = = prg- (V)

Twistor-Spinoren. Insbesondere ist jeder Twistor-Spinor von der Form ) = T ©y~ mit p+ €
Ty und Y~ € T_.

Beweis. (i) Sei p = ¢ @ ¢~ die eindeutige Zerlegung in einen positiven und einen negativen Spinor.
Wegen D : T'(ST) — I'(ST) und Dy = Dyt @ Dy~ = 0 sind Dp* € I'(ST) NT(S~) und damit

identisch null, d.h. harmonisch. (ii) beweist man analog. [
Aus 3.3.18 folgt dann als

3.4.50 KOROLLAR. Sei £L = (M"',g) eine Lorentz—Fliche. Existieren ¢+ und ¢~ aus 1 bzw. aus
T+ ohne Nullstelle, so ist MYt global konform flach (und somit insbesondere vollstindig, falls M
kompakt ist).

Mit Hilfe der X — Parallelitéit erhalten wir ohne technischen Aufwand den Nullstellensatz 3.4.37 wieder:
3.4.51 KOROLLAR (Nullstellensatz). Ist ¢ € 4 und & € M! mit ¢ (x) =0, so gilt o, =0.

Insbesondere folgt wieder, daf3 fiir Metriken mit dichter X—Nullinie es hochstens einen linear un-
abhéingigen positiven harmonischen Spinor geben kann, da eine Nullstelle entlang einer dichten Nullinie
sich auf die ganze Flidche vererbt. Wir wollen uns daher der Untersuchung jener Metriken zuwenden,
deren zugehorige Nullinien entweder geschlossen oder Asymptoten geschlossener Nullinien sind. Hier

ist zunéchst unklar, wie dieses Verhalten die Dimension von $; beinflult, bzw. wie die Nullstellen
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entlang einer Nullinie sich weitervererben. Augenscheinlich gibt jede Asymptote mit einer Nullstelle
diese an die sie angrenzenden geschlossenen Nullinien weiter. Umgekehrt vererbte sich die Nullstelle
eines harmonischen Spinors auf einer geschlossenen Nullinie an ihre Asymptoten weiter, falls die X'—
Parallelitdt — wie im flachen Fall —, die Konstanz des Spinors oder zumindest einer dem Spinor
zugeordneten und noch zu definierenden Grofle bewirkte.

Wir beschrénken uns im folgenden wieder auf die Untersuchung positiver harmonischer Spinoren; die

restlichen Félle behandelt man analog.

3.4.52 DEFINITION.

(i) Sei ¢ ein positiver harmonischer Spinor. Eine glatte Funktion p, : M** — C heifst Punktmasse

von alls gilt:
@ ,falls g

(a) pe(x) =0 genau dann, wenn ¢(z) =0

(b) e, ist konstant entlang jeder X — Nullinie, d.h. es gilt X (u,) = 0 fiir ein (und damit alle)
X — Vektorfeld(er) X.

(ii) Fine Lorentz—Fliche (Ml’l,g), auf der fir jeden positiven harmonischen Spinor ¢ eine Punkt-

masse [, existiert, heifit u—Fliche.

3.4.53 BEISPIELE. Wir wollen nun die Frage nach der Existenz von p—Flichen anhand einiger
Beispielklassen positiv beantworten. Sei dazu (M1, g) eine zeitorientierbare Lorentz—Fliche.

Bereits in 3.1.29 wiesen wir auf die Tatsache hin, dafl die durch das Spin, —invariante Skalarprodukt
definierte “Linge* (i, o) fiir positive Spinoren verschwindet. Durch Clifford-Multiplikation mit einem
Vektorfeld Z erhalten wir aber einen negativen Spinor Z - ¢. Wir definieren als Kandidat fiir eine

Punktmasse
() :=(Z - p, ).

Um p, zu berechnen, fixieren wir zuerst eine globale Orthonormalbasis s = (s1,s2) und schreiben
Z = asy + bsy € X(M) fiir zwei glatte Funktionen a,b : M1 — R. Ist z € M und U eine einfach
zusammenhéngende Umgebung von z, so bezeichne s : U — @ eine Hebung des durch die Basis s
induzierten Schnittes im Repére-Biindel in das Spin; —Hauptfaserbiindel Q (an dieser Stelle geht
die Spin—Struktur ein). Dann kénnen wir lokal ¢ = [, 1 u] schreiben. Dabei ist o™ € C*°(U,C)
durch die Gleichung ptu; = @(5) charakterisiert; hier ist ¢ die Spin, —iquivariante Funktion, die

den Spinor ¢ darstellt. Daraus folgt ( (-, ) | bezeichnet das in 3.2.7 positiv-definite Skalarprodukt auf

S
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S x S):

Z -, 0)(2)
[s, ae1 + bea] - [3, 0T ur], ) (x)

[5, ¢ (—au_1 + bu_1)], ¢)(x)

= b)ur)l, [3,¢Tul)
a—1b) ( ul,go+u1)A (x)

(

(

(

= (B.eT(0—a)er-u_r,p)
(15

(

(a =)™ ()

Fiir dieses derart definierte ju, gilt also (ia) der Definition 3.4.52, falls Z geeignet gewéhlt wird, d.h.
fiir a # b. Leiten wir entlang des X' —Vektorfeldes X := s1 + so ab, so erhalten wir:

Xo(pe) = Xol(Z-¢,0)

(VECZ o+ Z-V5,,0) +(Z 0, V% ¢)

(VX Z - 0,0)

™ (2)*Xo(a = b) + (a = b) Xo(lo™ (2)]*)

Aus 3.3.21 folgt

Xo(l¢™ (@)]*) = ~le* (@) Pdiv(Xo).

Daraus leitet sich die Gleichung

Xo(uy) = 9™ (2)* (Xo(a = b) — (a - b)div(Xo))

ab. Weil a — b # 0 sein soll, erhalten wir schlielich als hinreichende Bedingung fiir die Konstanz von

t, die Gleichung Xo(In(|a — b)) = —div(Xy) bzw.

Xo(f) = —div(Xo) fiir ein f € C (T*,R)
(fiir ein solches f withle man Z € X(T?) mit a — b = e/). Diese ist z.B. im Fall div(Xo) = 0 erfiillt.

Kommen wir nun zu konkreten Beispielen:
(i) Diagonalmetriken:
Wir fixierten im vorangehenden Abschnitt die Orthonormalbasis s = (5, $2). Sei Xo = s+ s2. Dann

folgt:
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div(Xo) = —g(VIC, (s1+s2),51) + g(VE, (s1 + s2), 52)
= *g(vLcsﬁm 51) + g(vLcsﬁl, S2)
1

T NN (012 — D2)1)

Unsere ad—hoc—Annahme zur Vereinfachung der Dirac— bzw, Twistor—Gleichung besagt also gerade,
daBl X, divergenzfrei ist!

(ii) Lorentz—Flichen mit nullstellenfreien positiven harmonischen Spinor ¢:

Aufgrund der Divergenzformel 3.3.21 gilt Xo(In|¢*|?) = —div(Xp). Das Auffinden nullstellenfreier
harmonischer Spinoren in der Klasse der Diagonalmetriken ergibt wiederum — nach geeigneter Wahl

einer Orthonormalbasis s (siehe Bemerkung 3.4.51) die Existenz divergenzfreier X' —Vektorfelder.

Um weitere Beispielklassen zu gewinnen, schreiben wir zuniichst X = k(x1,22)01 + (21, 22)02 in den

Standardkoordinaten (z1,z2) und berechnen die Divergenz mit Hilfe der Formel

d(ixw) = div(X)w,

wobei w die Volumenform und ix das innere Produkt bezeichnet. w wird durch w = +/| det(g)|dz1 Adxs
gegeben. Also ist ixw = /| det(g)| (k(z1, 22)dze — (21, 22)dz) und daher

diixw) = 0 (\/det |g|k) dx1 N dxo + O (x/det |g|l> dx1 A dzs

1 1
(81k: + 5]681(111 | det(g)|) + 02l + 5102(111 | det(g)|)) w

Also ist

div(X) = Ok + Dol + %X(ln | det(g)))

Modulo konformer Anderung mit dem konformen Faktor \/ﬁ diirfen wir sogar |det(g)] = 1

annehmen, und wir erhalten die Gleichung
div(X) = 01k + dl.
Somit erhalten wir als Korollar (vgl. 2.4.14):
3.4.54 KOROLLAR. Jeder Lorentz—Torus (T, g) mit g € G1 UGy definiert eine u—Fldiche.

168



Beweis. Gemif} 2.4.14 ist das isotrope Vektorfeld Xs von der Form Xs = 9y + I(21)02. Ist X5 ein
X—Vektorfeld, so sind wir fertig. Ansonsten kehren wir die Orientierung um, was dquivalent zum

Vertauschen der X— und Y-Distribution ist. [ |

3.4.55 THEOREM. Sei (M, g) eine p—Fliche. Seien ¢ € 4, x € M und | eine Nullinie. Ist (z,) C 1
eine Folge mit x, — x und ¢ (x) = 0, so gilt auch ¢;; = 0 Anders ausgedriickt: Die Nullstellen von ¢
entlang geschlossener X — Nullinien vererben sich an alle angrenzenden Asymptoten.

Beweis. Da p, stetig ist, gilt

. 3.4.52(i)
hrllnﬂsa(xn) =pp(x) =0

Wegen 3.4.52 (ii) ist der Limes aber gleich p, (o), und die Behauptung folgt aus 3.4.52 (i). [ |

3.4.56 KOROLLAR 1. Sei (Ml’l,g) eine pu—Fliche mit einer dichten Nullinie, und @1,p2 € $H4.
Ezistiert ein x € M mit o1 (x) = po (x), so ist o1 = @o. Mit anderen Worten: Positive harmonische
Spinoren sind auf Lorentz—Fldchen mit einer dichten Nullinie bereits durch die Vorgabe in einem Punkt

eindeutiq bestimmt. Insbesondere ist jeder Spinor ¢ € $4 mit einer Nullstelle trivial.

3.4.57 KOROLLAR. Sei (Ml’l, g) eine u—Lorentz—Fliche mit einer dichten Nullinie. Gilt dann 04 =
0 =1bzw. 7o =7_ =1, so ist (Ml’l,g) konform flach.
Beweis. Sind o € $+ harmonische Spinoren, so besitzen sie nach 3.4.56 keine Nullstellen, und die

Behauptung folgt aus 3.4.50. |
3.4.58 BEMERKUNG. Wie wir bereits in 3.4.20 gesehen haben, gilt die Umkehrung i.all. nicht.

3.4.59 KOROLLAR 2. Sei ¢ € I'(ST) ein harmonischer Spinor, lo eine geschlossene X —Linie und

x € loo mit ¢ (x) = 0. Dann ist ¢ identisch 0 auf jeder Asymptoten von ls.

In Hinblick auf 3.4.56 kénnen wir von nun an stets davon ausgehen, dafl auf allen zu untersuchenden
kompakten Lorentz—Flichen keine dichte Nullinie existiert. Fiir die folgende Diskussion fithren wir
einige Bezeichnungen ein. Sei zunsichst 2 € M'! beliebig, und I; und I, zwei geschlossene Nullinien.
Weil M1 homéomorph zu einem Torus ist, sind die Zusammenhangskomponenten von M1\ (I; Uls)
offen in M"! und homdomorph zu einem Zylinder (ohne Rand). Wir benennen Cj,;, (z) denjenigen

Zylinder, der = enth#lt. Sein Abschlufl wird offensichtlich durch

Chi, () =Clyp, () UL Ul

169



gegeben. Gilt speziell Iy = la, so ist Cp,y, (xr) = M, d.h. der Torus selbst ist ein abgeschlossener
Zylinder. Sei nun ein x € M fixiert, fiir das die Nullinie [, eine Asymptote zweier geschlossener

Nullinien I3 und Is ist, d.h. I = A (z), Il = Q (x). Wir betrachten dann den speziellen Zylinder

Al1l2 (l‘) = Clllz (.’17),

den wir asymptotisch nennen. In A; ;, (z) kann keine weitere geschlossene Linie ! mehr liegen, denn
weil [ nicht homotop zu einem Punkt sein darf (vgl. 2.5.26), miifite [ die Asymptote I, schneiden —
Widerspruch. Ist also 2’ € Aj,1,, so mufl [,/ eine Asymptote sein. Im folgenden bezeichnen wir mit

A1, (z) einen asymptotischen Zylinder, der den Punkt « enthélt.

3.4.60 LEMMA 1. Sei ¢ € $;. Dann seine Punktmasse p, auf Aj, (x) konstant:

MA@ = Mo (7).
Insbesondere folgt
d'uﬂ"lAle =0.

Beweis. Aus Stetigkeitsgriinden gilt

Mo, = He () = Heoj, = Heojry-
Fiir o' € Ay, (x) ist I,y ebenfalls eine Asymptote, die fiir ¢ — oo gegen l; bzw. Iy strebt. Wegen
3.4.54 ist aber
Hop, = Hep, = Moy,
und daher
fp () = pap (1),

woraus die Behauptung folgt. |

Fiir die Formulierung eines weiteren “Lokalisierungsprinzips” betrachten wir nun Zylinder Cj,;, mit

folgender Eigenschaft:

(NR) FEin Zylinder Ci,,erfillt (NR), falls zwischen je
zwei geschlossenen Nullinien eine Asymptote liegt.

Anschaulich besagt die Eigenschaft (NR), dal auf £ keine "Binder” geschlossener Linien wie im

flachen Fall auftreten (vgl. 2.7.5 (ii)). Wir nennen daher diese Zylinder auch nichtresonant.
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3.4.61 LEMMA 2. Sei C,;, ein nichtresonanter Zylinder, und sei ¢ € $H4. Dann ist seine Punktmasse
ey auf Cyy, konstant.

Beweis. Sei A := {x € Cj,1, | I, ist eine Asymptote}. Der Beweis gliedert sich in zwei Schritte: Erstens
zeigen wir, dafl A dicht und offen in Cj,;, ist. Sei dazu x € Cj,;, und U eine (zusammenhéingende)
Umgebung von z. Ist z € A, so gilt trivialerweise U N A # (. Wenn nicht, so muf} I, geschlossen
sein. Sei o’ € U und I,/ ebenfalls geschlossen (ansonsten ist die Behauptung klar). Wegen (N R) liegt
zwischen I, und I,/ eine Asymptote [, d.h. INU # (), und mithin ist ANU # (J; A liegt also dicht. Ist
2 € A und sind Iy und ls die Asymptoten von I, so ist A, (z) C A, und A ist daher offen.

Im zweiten Schritt zeigen wir die Behauptung: Da u, glatt ist, reicht es zu beweisen, dafl das totale
Differential von p, auf der dichten Teilmenge A identisch O ist. Ist + € A und sind I; und [, die
Asymptoten von I, so folgt aus Lemma 3.4.60 gerade du, = 0 auf A;,;, (z). Weil = beliebig gewihlt
war, folgt auch die Behauptung. |

3.4.62 KOROLLAR. Sei (MY, g) ein u- Lorentz—Torus, der (NR) erfiillt, und sei ¢ € $,. Dann ist

seine Punktmasse pi, auf MY konstant.

3.4.63 SATZ. Sei (MY',g) ein Lorentz—Torus, der (NR) erfiillt. Sind ¢1,ps € . und existiert ein
x € M mit v1(x) = pa(x), so gilt p1 = pa. Anders ausgedriickt sind positive harmonische Spinoren
auf p— Lorentz—Tori, die (N R) erfiillen, bereits durch die Vorgabe in einem Punkt eindeutig bestimmit.
Insbesondere ist jeder Spinor ¢ € H4 mit einer Nullstelle trivial.

Beweis. Besitzt ¢ eine Nullstelle in x, so ist u, = 0 und somit identisch 0 nach 3.4.62, woraus aber
wegen 3.4.52 sofort ¢ = 0 folgt. Sind @1, p2 € H1 und existiert ein x € M mit ¢1 () = p2 (z), so

argumentieren wir analog fiir den Spinor ¢ = 1 — o aus 9. |

3.4.64 KOROLLAR. Sei (MY, g) eine kompakte p—Fliche, die (NR) erfillt. Dann ist 64 < 1.

Beweis. Seien ¢1 und @4 zwei positive, harmonische Spinoren, wobei ¢ nicht identisch null ist. Dann
koénnen wir wie in Satz 3.4.41 ein € M und ¢ € C finden, fiir das @3 () = cpy (x) gilt, und die
Behauptung folgt aus 3.4.63. |

3.4.65 BEMERKUNG. Die hier bewiesenen und weiter unten noch zu beweisenden Methoden lassen

sich offensichtlich auf Lorentz—Zylinder iibertragen.

3.4.4 Konstruktion von positiven harmonischen Spinoren auf Lorentz—Flichen

Die geometrische Methode erwies sich fiir das Finden von Obstruktionen als duflerst fruchtbar. An-

dererseits gibt sich auch eine Methode in die Hand, um harmonische Spinoren zu konstruieren: Geméfl
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der X —Parallelitéit miissen wir lediglich eine Spin (1, 1) —équivariante Funktion angeben, die entlang

der Hebungen von X —Kurven konstant ist.

3.4.66 SATZ. Sei (Ml’l,g) eine einfach zusammenhdngende Lorentz—Fliche. Dann ist 64 = 400.
Beweis. Sei v : [0,1] — Mb! ein glatter Y—Bogen, und {f, : [0,1] — C} eine linear unabhingige
Familie glatter Funktionen (z.B. f, (t) = ™) und

f:0,1] - C
eine glatte Funktion mit
f|[i’%] =1 und f|[0,§]u[§,1] =0.

Sei 7 : [0,1] — @ die Hebung von 7 nach @ (mit einem beliebigen Anfangspunkt q € Qo) und

In=FfFn

Wir definieren eine Spin, (1,1) —#quivariante Funktionen

Ont Q — Ail
durch
¢n\span('y‘(o)1)) (Q) = fn(7 (t))gilul
fiir g = (,P<lw(t))f(t):7(t)_’77(q)5/ (t))g (wobei 7 (¢) entlang der Nullinie liegt, die v in  (¢) schneidet) und
an|(span('y‘[i Q]))c =0.
16° 16

Dann ist @,, offenbar wohldefiniert (denn auf einer einfach zusammenhéngenden Lorentz—Fliche ex-
istieren keine geschlossenen Nullinien), glatt und Sping (1,1) — dquivariant, d.h. ¢, (z) := [q, @n (q)]
definiert einen positiven Spinor. ¢,, ist auflerdem harmonisch: Sei z € M. Wir miissen zeigen, daf}
@(P(lz)zzmﬂyq) fiir alle ¢ € @, und y € [, konstant ist. Ist = € (span(ryl[l%v%}))c, so ist @,, identisch

null iiber /,, und die Behauptung ist klar. Gilt = € span(7|0,1)), dann ist = € I, fiir ein ¢ € (0, 1),

und es existiert ein g € Sping (1,1) mit
q= (,P(l,y(w)ga):’y(t)—»mﬁ/ (t))g
Wegen der Rechtsédquivarianz der Parallelverschiebung folgt daraus

,P(lm):;:x—wq = P(lm);:zay((lp(lw(t));(t):'y(t)—wﬁ/ (t))g)

= (Ployga—y © Ply)z,v—27 )9 = (P, )z, v -y ()9,
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d.h.

@n(P(lz)ZIﬂyq) = @n((P(lw(t))*(t):'y(t)Hyﬁl (t))g) = fn(’y (t))g_lul = (ﬁn((I) = const.

~

Es bleibt zu zeigen: Die Familie {(,,} ist linear unabhiingig. Angenommen, es gébe ay, ..., ax € C mit

k k
Zaisﬁi =g, Zai@ (¢)] = 0.
i=1 i=1

Insbesondere wire dann fiir @;5 (7 (t)) = fi (v (£)) w1
koo A k
S sk (o () u = £ (4 () S s (3 (5) us = 0.
i=1 i=1

k
Daraus folgte aber Y a;f; = 0 und somit a; = 0 fiir i = 1,..., k. |
i=1

3.4.67 KOROLLAR. Fiir L aus 2.7.5 (i) ist 61 = +00.

3.4.68 BEMERKUNG. Auf einfach zusammenhingenden Flichen kann man also nicht mit spin-
geometrischen Invarianten zwischen den konformen Klassen unterscheiden. Intuitiv beruht dieses
Phénomen auf dem starren Verhalten der Nullinien, d.h. ihr Verhalten im Groflen spiegelt sich im
Verhalten im Kleinen wieder (vgl. 3.4.44). Auch nimmt die in 2.8 definierte Charakteristik der Fliche

offenbar keinen Einfluf} auf die Dimension von $.

Wir fragen uns nun im Hinblick auf die Konstruktion harmonischer Spinoren auf dem Torus, welche
notwendigen Bedingungen zunichst erfiillt sein miissen. Dazu studieren wir zuerst den Fall, wenn
(N R) nicht gilt: Dann existieren zwei geschlossene Nullinien /;und l5 derart, dafl in mindestens einem
der beiden durch diese Nullinien ausgezeichneten Zylinder C,;, (vgl. die Bemerkung zwischen 3.4.59

und 3.4.60) gilt: Fir « € Cy,, ist I, geschlossen. Nichtleere, abgeschlossene Zylinder der Form
Riyi, =1 Ul U Cu, = Ciyyy,

fiir die I, geschlossen ist, falls © € Ry,;,, nennen wir resonant. Wir definieren die Eigenschaft (R):

(R) (M1 [g]) besitzt die Eigenschaft (R), falls ein resonanter Zylinder auf M exzistiert.
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3.4.69 KOROLLAR ZU 3.4.63.
(i) Ein nichttrivialer Spinor kann nicht auf jedem resonanten Zylinder identisch 0 sein.
(i) Ist 64 > 2, so besitzt (MV1,[g]) die Figenschaft (R).

Beweis. (i) Wir nehmen das Gegenteil an. Dann existiert ein harmonischer Spinor ¢ # 0, der identisch
0 auf jedem resonanten Zylinder ist. Wir zeigen, dafl dann p, lokal konstant ist. Dies impliziert aber
1 =0 und ¢ =0, im Widerspruch zu unserer Annahme.

Sei x € T'*!. Falls I, eine Asymptote ist, so ist Hepl Ar iy () konstant nach 3.4.60. Anderenfalls ist [
geschlossen. Existiert fiir jede Umgebung U von z ein 2’ € U derart, daf} I, eine Asymptote ist, dann
liegt « im Abschluf} eines nicht-resonanten Zylinders C. Falls « € int(C), dann ist u, konstant auf
einer Umgebung von = geméaf 3.4.61. Anderenfalls liegt z € C' N IR, wobei R ein resonanter Zylinder
ist. Dann gilt p, = 0 auf einer Umgebung von z, da p,c = const und p, g = 0. Schlieilich, falls
x € int(R), ist u, = 0 auf einer Umgebung von « nach Vorraussetzung.

(i) Gilt d4+ > 2, so kann wegen 3.4.63 (N R) nicht gelten, also folgt (R). [

Wir wenden uns nun der Konstruktion von harmonischen Spinoren auf Lorentz—Tori zu. Aus dem
Korollar folgt unmittelbar, dafl harmonische Spinoren, die nicht identisch verschwinden, nichttrivial
auf einem resonanten Zylinder sein miissen. Dieser Fakt suggeriert eine Ubertragung der Konstruk-
tionsmethode aus 3.4.66 auf diese Bénder geschlossener Nullinien. Dabei tritt aber folgendes Problem

auf: Ist ¢ € 94, und existiert eine geschlossene X —Linie [, so gilt

¢ (1) = [g,0] = [Pryie—at ] = lag,0] = [0,90],

d.h. es folgt gv = v. Wir erhalten nun eine zusétzliche, notwendige Bedingung fiir die Existenz nullstel-
lenfreier, harmonischer Spinoren entlang geschlossener Nullinien: Die von [ erzeugte ” X —Holonomie”,

d.h. das durch die Gleichung
qgn = ,Pl;:zﬂwq

(bei n—fachem Umlauf um die geschlossene Linie [) ausgezeichnete g € H olA (¢), muB v als Eigenvektor
zum Eigenwert 1 haben. Eine Lorentz—Fliche, deren Holonomie in X —Richtung verschwindet, nennen
wir X —flach. Aus der treuen Spiny (1,1) —Darstellung aus 3.1.20 folgt aber sofort, da§ dann g = id
sein mufl. Falls auf einer kompakten Lorentz—Fliche geschlossene X —Linien existieren, so darf ein
nicht trivialer Spinor nach 3.4.63 und 3.4.69 nicht auf allen geschlossenen Nullinie verschwinden.

Somit haben wir nachstehende “Holonomie-Obstruktion” fiir §; > 1:
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3.4.70 SATZ UND DEFINITION. Sei (Ml’l,g) eine kompakte Lorentz—Fliche. Ist 6+ > 1 und ex-
istieren geschlossene X — Linien, so existiert mindestens eine X —flache, d.h. ¢ = ’Pl;;mﬁmq. Insbeson-
dere existieren auf kompakten Lorentz—Fldchen mit 04 > 2 resonante, X —flache Zylinder. Solche

Lorentz—Flachen nennen wir X —flach resonant.

3.4.71 BEMERKUNG. Diese Bedingung besagt insbesondere, da3 die entsprechende geschlossene
Nullinie ! zu einer vollstdndigen Nullgeoddte umparametrisiert werden kann: Offenbar ist die Kurve
a:I—Q,at) = Pl;:x_,x(t)q in @ geschlossen, mithin auch die Projektion foa : I — P, d.h. ver-
schiebt man eine Orthonormalbasis s = (s1, s2) aus T, M entlang [ wieder nach T, M, so erhilt man
die Ausgangsbasis zuriick. Da die durch den Levi—Civita—Zusammenhang auf M in P induzierte Par-
allelverschiebung modulo der iiblichen Identifikationen gerade die gewdhnliche Parallelverschiebung
in TM ergibt, bedeutet dies, daB fiir die von s; + so = Xy erzeugte Geodite v : [0,1] — MY mit
v(0) =2 =+v(1) dann 4’ (0) = X =~/ (1) gilt und diese nach Satz 7.13 aus [O’N83] vollsténdig ist.

Die intuitiv so eingéngige Konstruktion im Falle einfach zusammenh#ngender Flichen kann also nicht
problemlos auf nicht flache kompakte Mannigfaltigkeiten {ibertragen werden, denn zu dem "reguléren”

Verhalten der Nullinien tritt noch eine geometrische Obstruktion hinzu.

3.4.72 BEISPIELE.

(i) Konstruktion von hamonischen Spinoren auf X—flachen resonanten Zylindern: Sei R ein
X —flacher resonanter Zylinder, d.h. fiir alle x € R ist [,, geschlossen und die X —Holonomie ist trivial.
Dann koénnen wir ein zu allen geschlossenen X —Linien transversalen Bogen + konstruieren, der jede
X —Linie genau einmal schneidet. Dann definieren wir wie in 3.4.66 eine Familie linear unabhéngiger
harmonischer Spinoren, die wohldefiniert aufgrund der X —Flachheit von R sind. Auf einem lokal
X —flachen resonanten Zylinder ist also §; = 4o0.

(ii) In 2.4.13 (ii) fithrten wir die Familie
h™ = dxl X dl’g + dl’g ® d.’El — 27 (xl) dxz ® dZL'Q

unvollstdndiger Lorentz—Metriken auf dem Torus ein, wobei 7 eine glatte, periodische Funktion mit

7(a) = 0 und 7’ (a) # 0 war. Wir betrachten fiir unsere Zwecke die Umschreibung
hT = —dzy ® deg — dze @ dry — 27 (—22) dr1 ® dxy,

die durch die Isometrie (x1,x2) — (—x2, 1) hervorgegangen ist. Wihlen wir z.B. das 7, das sich durch

periodische Fortsetzung folgender glatter Funktion auf [0, 1] ergibt: Sei 7 die glatte Fortsetzung der
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Funktion

. . - - " 1
T|[0,6] = T|[1-06,1] = 0, T|[6+¢,6+2¢] = 1 und T|[1—(5+2€),1—(5+€)] = —1 fiir 6 + 2e < 5

Dann kénnen wir 7{(542¢,1—(s+2¢)] durch eine Funktion f mit
1 1
f(§):()undf(§)7é0

fortsetzen. Auf [—6,0] ist h” = dx1 ® dxs + dxs ® dxq, wir erhalten also hier die flache Metrik zuriick
(insbesondere ist die Holonomie trivial und alle geschlossenen Nullgeodéten vollstindig), und wir
konnen wie in (i) harmonische Spinoren konstruieren kénnen. Der Zylinder ist nicht konform flach,
da, wie in 2.4.13 angefiihrt, eine unvollstdndige isotrope Geodite existiert. Auch hat jeder der so
konstruierten Spinoren Nullstellen, d.h. unserer friiherers Kriterium fiir global konforme Flachheit

(siehe 3.3.18 bzw. 3.4.50) ist nicht anwendbar.
Mit dem Beispiel haben wir faktisch bewiesen:

3.4.73 Satz. Sei (M, [g]) eine kompakte p—Fliche. Dann ist 61 = 0,1 oder +oc. Dabei sind

diese Fdlle wie folgt charakterisiert:

(i) (a) FEuistiert eine dichte X —Linie oder
(b) gilt auf (M1, [g]) die Bedingung (NR) oder
(c) existiert kein (resonanter) X —flacher Zylinder, so ist §+ =0 oder 1.

Gilt insbesondere 0+ = 1, so treten nur die Fille (a) oder (b) auf.
(i) Ist (M*'',[g]) resonant X—flach, so gilt 6, = +oo.

Beweis. Sei 4 > 2. Dann existiert geméf 3.4.70 ein resonanter X —flacher Zylinder, und wir kénnen
nach 3.4.72 (i) unendlich viele linear unabhingige Spinoren konstruieren, d.h. §; = +oo. Also treten
lediglich die Félle 6+ = 0,1 oder +oo auf.

Wie oben beschrieben mu$ fiir §; = 400 ein resonanter X —flacher Zylinder existieren, d.h. (ii) ist
dquivalent zu 4 = +o0o. Nehmen wir nun an, es existierte kein resonanter X —flacher Zylinder. Dann
gilt 54 <1 (vgl. 3.4.70), und es treten lediglich die folgenden drei Fille auf:

(i) Es existiert eine dichte Nullinie. Dies ist aber nach 3.4.41 auch hinreichend fiir 64 < 1.

(i) (MYt g) erfiillt (NR). Dies ist nach 3.4.64 ebenfalls hinreichend fiir §, < 1.

(iii) (MY, g) erfiillt (R), aber kein resonanter Zylinder ist X —flach. Dies ist bereits hinreichend fiir

04 = 0: Sei ¢ ein positiver harmonischer Spinor. Angenommen, dieser wére nicht trivial. Dann ist
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¢ aber nicht identisch 0 auf jedem resonantem Zylinder (vgl. 3.4.69 (i)), d.h. es existiert ein = € R,
R resonant, mit ¢ (z) # 0. Aus Stetigkeitsgriinden verschwindet ¢ nicht auf einer Umgebung U von
z, und somit ist jede geschlossene X —Linie [,» mit 2’ € U auch X —flach. Also existierte doch ein

resonanter X —flacher Zylinder, und es folgte 4 = +0o — Widerspruch. |

3.4.74 BEMERKUNGEN.

(i) Aus der Invarianz der Nullstellen und der Dimension des Kernes (vgl. 3.2.15) folgt unmittelbar,
dal X —flache resonante Zylinder konforme Invarianten sind.

(ii) Wir wollen noch einmal auf die ad~hoc-Annahme (94 ) bzw. (0-) zuriickkommen, jetzt vor dem
Hintergrund aus 3.4.73. Gemé&f diesen Satzes sind alle geschlossenen Diagonalmetriken gy, fiir die
ox € Q ist, X —flach resonante Tori. Die Voraussetzung (04) bzw. (0_) scheint also die Geschlossen-
heit, Vollstdndigkeit und X — bzw. Y —Flachheit der isotropen Geodéiten zu bewirken. Im Gegensatz
zu Beispiel 3.4.72 (ii) kénnen wir jedoch harmonische Spinoren ohne Nullstellen konstruieren, und die
Differenz zweier solcher positiver harmonischer Spinoren kann nicht auf einem Zylinder verschwinden,
d.h. die resonanten geschlossenen Diagonalmetriken lassen keine nicht resonanten Zylinder zu. Mit
anderen Worten: Alle Nullinien sind geschlossen. Dies impliziert aber die Vollstéindigkeit der Null-
geoddten. Nun gaben wir in 3.4.32 eine Metrik mit unvollstdndigen Nullgeodéten an. Ergibt sich hier
ein Widerspruch? Wir greifen unser damaliges Beispiel von neuem auf und untersuchen die Null-
geodéten auf Vollstdndigkeit mittels der von Sdnchez bewiesenen Kriterien: Die betrachtete Metrik

war

gOZ(—1+(1+

m) )da —2(1+(1+f—x) Ydzdy + (—1 + (1 +

In der Schreibweise von [S497] ist also

F(z)=—-(1+ 1+ ) und G (z) =1— (1 + ——

f(2x)

Die X —Vektorfelder waren von der Form 07 + j‘){2 0> und die Y —Vektorfelder von der Form 9; — :\>{2 O

(bei der Herleitung von 3.4.33 nahmen wir ja i—; > 0 an, um das X' —Vektorfeld vom ) —Vektorfeld zu
unterscheiden; weil Ay < 0, miissen wir also ein Minuszeichen hinzufiigen). Dann ist — wir benutzen

weiterhin die Schreibweise aus [S497] — Cx = Cy =0,
1 1 9
Dy = 90 (K (9y) = §go(Y, o1 + 82) = 5(—)\1 + )\1/\2) <0

und
1 1 1
Dx = go (X, 8y) e igo(X,ﬁl + 82) = 5(—/\% — )\1)\2) =—fe>0.
~—_———— 2

—f24+f24+fc
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Wir wenden nun Kriterium (2A4) an (siche Anhang aus [S497]). Wir wissen, dafl G (p;) = 0 genau

dann gilt, falls (1 + f(20177:))2 =1 ist, d.h. in den Nullstellen von G gilt F' (p;) = —2 < 0. Sei

vy = (a1, 2y) baw. yx = (27, 23)

die von Y bzw. X in einem Punkt p erzeugte isotrope Geodiite . Dann ist 23/ und z7"’ ungle-
ich 0 (anderenfalls wiire 4" in einem Punkte nicht isotrop) und gemé#f unserer Wahl des X — und

Y —Vektorfeldes ist 7 und 25’ > 0, d.h. ex = ey = 1. Dann gilt fiir vy

€y > 0,

Dy
F(ps)
d.h. alle Y—Geoditen sind vollstiandig ((24)), wohingegen

Dx
F(pi)

d.h. alle X —Geodéten sind unvollstindig (vgl. Kap. III, Lemma 24 aus [S494]). Dieses Beispiel illus-

€x <0,

triert noch einmal die gegenseitige Abhéngigkeit zwischen Verlauf und Vollsténdigkeit einerseits und

Existenz harmonischer Spinoren bzw. T'wistor—Spinoren andererseits.

3.4.5 Abschlielende Bemerkungen und offene Fragen

3.4.75 KOMPAKTE LORENTZ-FLACHEN IM VERGLEICH ZU KOMPAKTEN RIEMANNSCHEN FLACHEN
UND HOHERDIMENSIONALEN PSEUDORIEMANNSCHEN MANNIGFALTIGKEITEN. Die Dimension des
Kernes héngt fiir pu—Flidch enentscheidend vom Verlauf der Nullinien ab. Umgekehrt erlaubt aber
Kenntnis der Dimension Aussagen iiber die Nullinien und iiber die Existenz vollstéindiger isotroper
Geoditen. Im Gegensatz zu Riemannsche Flichen vom Genus < 2 ist also die Dimension nicht rein
topologisch obstruiert (vgl. [Hi74], Satz 2.3), und wir kénnen konforme Klassen mit Hilfe spinge-
ometrischer konformer Invarianten unterscheiden. Allerdings involviert der Fall §9 < 1 nur die Form
der Nullinien; somit ist die Dimension lediglich eine “stetig” konforme Invariante”.

Im Gegensatz zu Riemannschen Flichen kommt auch noch ein dynamisches Element hinzu: Reso-
nante Zylinder sind in der Regel instabil, d.h. ihre Existenz ist duflerst sensibel gegeniiber minimalen
Storungen der konformen Klasse. Wie wir schon anhand der geschlossenen Diagonalmetriken erkan-
nten, wird fast sicher (im mafitheoretischen Sinne) eine dichte Nullinie existieren und der Kern daher
nicht degeneriert sein (fiir stabilitétstheoretische Fragen, insbesondere das Problem der Arnoldschen

Zungen, siche [Ar88]).

Eine Ubertragung der hier verwendeten Methoden diirfte auf hohere indefinite Signaturen diirfte

schwierig sein; der Orthoformitidt harmonischer Spinoren lag ja gerade die Zweidimensionalitit zu-
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grunde. Dies implizierte beispielsweise auch die hohe Symmetrie zwischen harmonischen und Twistor—

Spinoren, zu der es in héheren Dimensionen kein Analogon gibt.

3.4.76 EINIGE OFFENE FRAGEN.

(i) Die Existenz nullstellenfreier harmonischer bzw. Twistor—Spinoren entlang geschlossener Nullinien
bewirkt die “X-Flachheit”. Wie kann diese geometrisch beschrieben werden, z.B. durch eine
Kriimmungsbedingung?

(ii) Die Ergebnisse legen den Schlu8 nahe, die Degeneriertheit als ein Maf} fiir die Regularitéit der
Nullinien zu betrachten. Auf einfach zusammenhingenden wie auf kompakten Flichen konnten stets
konforme Klassen gefunden werden, die ein ”schones” globales Nullinienverhalten aufwiesen. Kann auf
jeder Lorentz—Fliche eine konforme Klasse mit degenerierten Kern bzw. reguldrem Nullinienverhalten
definiert werden?

(iii) Was kann iiber nicht kompakte und nicht einfachzusammenhéngende Lorentz—Flichen ausgesagt
werden? Konnen andere Werte als 0,1 oder oo auftreten? Wie weit reicht die Symmetrie von har-
monischen und Twistor—Spinoren? Hier wire es interessant, asymptotische Zylinder, auf denen kein
Massenfunktional definiert werden kann, zu studieren und nach harmonischen Spinoren zu suchen, die
nicht null auf den Asymptoten, aber null auf den geschlossenen Grenzzyklen sind. Hier kénnte man
Beispiele fiir Lorentz—Flidchen erhalten, wo 61 (d—, 74,7 ) andere Werte als 0, 1, 400 annimmt.
Diese Frage ist verkniipft mit der folgenden: Jede pseudoriemannsche Spin—Struktur kann zu ein-
er Spin-Struktur auf einer pseudoriemannschen Uberlagerung geliftet werden (siehe [Ba81], Kap.
2.3). Welche Beziehung besteht zwischen den Kernen der jeweiligen Dirac— bzw. Twistor—-Operatoren?
Welche Aussagen lassen sich iiber das globale Verhalten der Nullinien der Uberlagerung bzw. der Basis

machen?
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