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Primzahltests

Einfiihrung. Das Testen natiirlicher Zahlen auf Primaitét ist spéitestens,
seitdem es kryptographische Verfahren gibt, welche grofse Primzahlenverwen-
den, keine rein theoretische Spielerei. Nachfolgend sind einige der grundle-

genden Primzahlentests aufgefiihrt:

Satz 1 (Lucas). Sein € N, n > 2. Falls eine natiirliche Zahl 1 < a < n existiert,
so dass a»1 =1 mod n und a7 # 1 mod n fiir jeden Primteiler p von n -1

dann ist n eine Primzahl.

Die Zahlen der Form Fj, = 22" + 1,k € N nennt man Fermat-Zahlen. Es ist
eine offene Frage, ob es unendlich viele Fermat-Primzahlen gibt, d.h. Fermat-
Zahlen, die prim sind. Fiir 0 > k > 4 ist dies der Fall.

Satz 2 (Pépin). Fj, fiir k > 1 ist genau dann eine Primzahl, falls

Fp-1

372 =-1 mod F},.

Zahlen der Form M, = 2P — 1, wobei p prim ist, nennt man Mersenne-
Zahlen.

Satz 3 (Lucas-Lehmer Test). Seien p > 2 eine Primzahl und die Folge (s, )nen

rekursiv definiert durch
=4 o2 _ 2
S1 =4, Sn+1 = Sy, .

Dann ist M, genau dann eine Primzahl, wenn M,, ein Teiler von s,_; ist.

Satz 4 (1. Teil des Miller-Rabin Tests). Sei n eine Primzahl, a € Z und
ggT(a,n) = 1. Setze n — 1 = 2°d mit d ungerade. Dann gilt entweder

a®=1 modn



oder

Iref0,...,5-1}:a®® =-1 modn

Ist n € N beliebig und gilt fiir eine Basis a, dass keine der beiden Félle
eintreten, so ist n keine Primzahl und man nennt a einen Zeugen gegen die

Primalitat von n.

Satz 5 (2. Teil des Miller-Rabin Tests). Es sei n € N mit n > 3 nicht prim.
Dann gilt

n-1

< —.
4

{ae{l,...,n—l}

a ist kein Zeuge gegen die }

" Primalitéit von n und (a,n) = 1

Aufgabe 1. Implementieren Sie den Lucas-Primzahltest und den ersten Teil
des Miller-Rabbin-Primzahltest als Funktionen in GAP. Implementieren Sie
ebenso den Pépin-Test fiir Fermat’sche und den Lucas-Lehmer-Test fiir Mer-

senneprimzahlen.

Aufgabe 2. Wie viele potenzielle Fermat’sche und Mersenneprimzahlen las-
sen sich auf einer studentischen Rechner an unserer Uni in einer verniinftigen
Zeit auf Primalitat iberpriifen? Vergleichen Sie die Laufzeiten ihrer Program-

me mit denen der GAP-Funktion IsPrimeInt.

Aufgabe 3. Wihlen Sie einige sehr grofe Zahlen, diese diirfen ruhig mehrere
hundert Stellen haben, und wenden Sie die von ihnen implementierten Lucas-
und Miller-Rabbin-Tests auf diese Zahlen an. Der Miller-Rabbin-Test soll
dabei eine Sicherheit von 90% haben. Vergleichen Sie die Laufzeiten ihrer
Programme mit denen der GAP-Funktion IsPrimeInt.

Beschaffe Sie sich, auf eine Thnen freigestellte Weise, einige sehr grofse

Primzahlen und wiederholen Sie die Aufgabe mit diesen.

Aufgabe 4. Bestimmen Sie mit Hilfe des Miller-Rabbin-Tests mit einer
Wahrscheinlichkeit von 90% alle Primzahlen zwischen 1050 und 1050 + 500.

Reichen Sie eine Dokumentation Threr Ergebnisse ein. Falls Sie in den
Aufgaben 2-4 ebenfalls Programme geschrieben haben, so reichen Sie dieses

auch ein, ansonsten geniigen log-files.



