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L. Margolis Abelsche p-Gruppen

COMPUTERPRAKTIKUM POLYVALENZ, GAP

Thema: Untergruppen und Quotienten endlicher abelscher p-Gruppen

Einfiihrung: Aus der Algebra kennen Sie die Klassifikation der endlich-
erzeugten abelschen Gruppen. Insbesondere folgt hieraus, dass jede endli-
che abelsche p-Gruppe G die Gestalt Cpr, x Cpy x ... x Cppn, mit gewissen
ki,...,k, € N, besitzt. Es soll im Folgenden immer ky > ky > ... > k, gelten.
Eine Gruppe U 2 C i, xCp, x... xCpy, 18t dann isomorph zu einer Untergruppe
oder einem Quotienten von G, wenn ly,...,[, € Ng und [y < ky, ..., [, < k,, gilt.
Ziel dieses Projektes ist es bei gegebenen endlichen abelschen p-Gruppen G,
U und @ zu bestimmen, ob G eine zu U isomorphe Untergruppe besitzt, so
dass G/U isomorph zu Q) ist.

Aufgabe 1: Zeigen Sie, dass G = Cg x (5 eine zu Cj isomorphe Unter-
gruppe U besitzt, so dass G/U zu Cy isomorph ist. Zeigen Sie, dass Cg x Cg
keine zu Cy isomorphe Untergruppe U besitzt, so dass G/U % Cy gilt. Sie

diirfen dies mit oder ohne die Verwendung von GAP tun.

Definition: Ein Tupel ganzer Zahlen A = (Ay,...,\,) mit Ay > Ay > ... >
An > 0 nennt man eine Partition. v = (v, ..., ,) heift Unterpartition von
A, wenn vy < A1,V < Ag usw. gilt. Das zu A gehorende Young Diagramm
ist ein aus gleich grofien, leeren Késtchen bestehendes Diagramm, welches in
seiner ersten Reihe A\; Késtchen, in seiner zweiten Reihe Ay Késtchen usw.
enthélt. Ist v eine Unterpartition von A und ldsst man die v entsprechenden
Kaéstchen im Young Diagramm weg, so erhalt man das Schiefdiagramm
von \/v.

Beispiele: Die zu den Partitionen A = (4,2,1) und v = (3,1,0) gehoérenden
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Young Diagramme sind || und | . Das zu \/v gehorige Schief-
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diagramm ist 0]



Enthélt ein Young Diagramm bzw. Schiefdiagramm Eintrége, iiblicherweise
natiirliche Zahlen, so nennt man es Young Tableau bzw. Schieftableau.
Ein Young (Schief)Tableau nennt man semistandard, wenn die Eintrége in
jeder Zeile von links nach rechts nicht kleiner werden und in jeder Spalte von
oben nach unten stets grofer werden. Ein Young (Schief)Tableau erfiillt die
Gitter-Eigenschaft, wenn fiir das Wort, welches entsteht, wenn man die
Eintrége jeder Zeile des (Schief)Tableaus von rechts nach links hintereinan-
der schreibt, gilt: Fiir jedes 7 ist die Anzahl der ler in den ersten 7 Buchstaben

mindestens so grofs wie die Anzahl der 2er, die Anzahl der 2er mindestens so
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und erfiillen die Gitter-Eigenschaft. Das Schieftableau ist semi-
standard, erfiillt aber nicht die Gitter-Eigenschaft.

Jeder endlichen abelschen p-Gruppe Cpr;, x Cpry x ... x Cpr,, wird nun die Par-

grofs wie die Anzahl der 3er usw.
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Beispiele: Die (Schief)Tableaus

tition (ky, ko, ..., kn) zugeordnet. Nun gilt:

Satz: Es seien G,U und @ endliche abelsche p-Gruppen und A, und
v jeweils die zugehorigen Partitionen. Dann besitzt GG eine zu U isomorphe
Untergruppe U mit G/ U=~Q genau dann, wenn ein semistandard Young
Schieftableau der Getalt \/u existiert, welches die Gitter-Eigenschaft erfiillt
und welches v; Mal die 1, v, Mal die 2 usw. als Eintrdage enthalt.
(Die Anzahl solcher moglichen Tableaus nennt man auch Littlewood-Richardson
Koeffizient.)

Aufgabe 2: Das GAP-Paket hecke enthilt eine Funktion namens
LittlewoodRichardsonCoefficient. Begriinden Sie, warum diese hochst

ineffizient ist.

Aufgabe 3: Erstellen Sie eine GAP-Funktion, welcher fiir drei gegebene
endliche abelsche p-Gruppen G,U und () entscheidet, ob G eine zu U iso-
morphe Untergruppe U enthélt, so dass G / U=~ Q gilt.

Demonstieren Sie die Uberlegenheit ihrer Methode gegeniiber

LittlewoodRichardsonCoefficient.



Reichen Sie eine Dokumentation Threr Ergebnisse ein. Falls Sie in Aufa-
gabe 1 und 2 Programme geschrieben haben, so reichen Sie diese ebenfalls

ein, ansonsten geniigen log-files.



