Losungshinweise zur Algebra-Klausur vom 31.08.16

Aufgabe 1:

a) f(x) = x* +x+1 hat keine Nullstelle in IF,, kann also keinen Linearfaktor als Teiler
haben. Falls f(x) irreduzibel ist, so zerfdllt f(x) in zwei Polynome 2. Grades, die
jeweils irreduzibel sind. x> + x + 1 ist einziges Polynom in IF[x], das irreduzibel
ist. Aber

CP+rx+1)? =0+ +1 22  +x+1,

also ist f(x) irreduzibel.

b) x° + 10x — 5 ist nach Eisenstein mit p = 5 irreduzibel in Z[x]. Mit dem Satz von
Gaus folgt, dass x° + 10x — 5 irreduzibel in Q[x] ist.

Q) f(x)=x*- x% + 3x2 — 2x + 2 hat keine Nullstellen in Z, da diese Teiler von 2 sein
miissen und +1 und +2 keine Nullstellen von f(x) sind (da f(1) = 3, f(2) = 18,
f(=1) =9 und f(-2) = 42). Wenn f irreduzibel ist, dann ist

f(x) = (6 + ax + b)(x* + cx + d)
mita, b, c,d e Z.
Ausmultiplizieren liefert
fx) = xt+ (c+a)x® + (b + ac + d)x* + (ad + be)x + bd
und Koeffizientenvergleich ergibt folgendes lineares Gleichungssystem:

c+a=-1, ad +bc =2,
d+ac+b=3, bd = 2.

O.B.d.A.sei|b| < |d|, dann istentweder b =1,d =2 oderb = -1, d = -2.

~— — ~—— —
Fall 1 Fall 2

In Fall 1 ergibt sich, dass a = =1 und ¢ = 0 gilt, also folgt insgesamt

fx) = (6 = x + 1)(x* +2).

x% — x + 1 ist irreduzibel in F;[x], also auch in Z[x]. x? + 2 ist nach Eisenstein mit
p = 2 irreduzibel in Z[x]. Fall 2 muss nicht betrachtet werden, da die Zerlegung

in irreduzible Polynome in Q[x] und damit auch in Z[x] eindeutig ist.
Aufgabe 2:

a) Sei U < G Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Dann folgt |U] teilt |G].



b)

G ist die endliche Vereinigung von Linksnebenklassen in U. Alle Linksnebenklas-
sen haben die gleiche Anzahl an Elementen, da fiir festes ¢ € G die Abbildung
U — gU, x — g-x, bijektiv ist. Verschiedene Linksnebenklassen sind disjunkt, da
die Aquivalenzklassen eine Aquivalenzrelation bilden. 1- U = U ist die triviale
Nebenklasse, also gilt mit der Anzahl m an Linksnebenklassen von U, dass

Gl = m - |UL.

Sei U < A4 mit |U| = 6. Als Untergruppe von Index 2 ist U normal in A4. Die
3-Sylowgruppe S von U ist mit dem gleichen Argument normal in U. Da U < Ay,
folgt ¢7'Sg < U und damit ¢~'Sg = S fiir alle ¢ € Ay. Nach dem Sylowsatz hat A4
genau eine p-Sylowgruppe. Aber A4 hat 8 verschiedene Elemente der Ordnung 3,
also kann es keine Untergruppe der Ordnung 6 geben.

Aufgabe 3:

Sei GO = G und G® = G’ die Kommutatoruntergruppe. Fiir i = 1,2,... sei
G = (GU-DY. Eine Gruppe G heifit auflosbar, falls G ={1¢) fireinr € N gilt.

Fiir eine Gruppe G der Ordnung 135 = 33-5 sei S eine 3-Sylowgruppe von G. Nach
Lagrange gilt Ng(S) = S oder Ng(S) = G. Fiir Ng(S) = S folgt nach dem Sylowsatz,
dass die Anzahl der 3-Sylowgruppen5 =1 mod 3 wére, ein Widerspruch. Alsoist
N¢(S) = Gund damit S normal in G. S ist als 3-Gruppe auflosbar. G/S hat Ordnung
5 und ist als abelsche Gruppe ebenfalls auflosbar. Da S und G/S auflosbar sind,
folgt, dass G auflosbar ist.

Aufgabe 4:

a)

Sei G abelsche Gruppe der Ordnung |G| = 36 = 22 - 32. Es gibt zwei abelsche
nicht-isomorphe Gruppen der Ordnung p?, nazmlich Cp2 und Cp X Cp. Als abelsche
Gruppe ist G direktes Produkt seiner Sylowgruppen.

G = Cy X Cy, G=CyxCyrx(Cy,

G =C3 X C3XCy, G=(C3xC3xCyxC(Co.

In Elemenentarteilerform erhalten wir

G = Cag, G =Cigx(Cy,
G = Cip X Cy, G = Cg X Ce.

b) G = S3 X S3 ist ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 5:

Seia, b € p~!(]), das heifit es existieren x, y € ] mit p(a) = x und ¢(b) = y. Zunachst
zeigen wir, dass a + b € ¢~(]). Es gilt

¢ Homom.

pla+b) = @) +eb)=x+ye]



da J Ideal ist. Analog folgt fiir r € R, dass

p(ra) =rp(@) =rx €]
gilt. Zusitzlich gilt, dass wegen Og € ¢~1(J) das Ideal nicht leer ist. Also ist p~1(])
ein Ideal in R.

Aufgabe 6:

List Zerfallungskoérper von (x> —3)(x? - 5). Da keine Nullstelle mehrfach auftritt ist

L eine Galoiserweiterung. Es ist V15 € L, aber V15 ¢ Q[ V3] bzw. V15 ¢ Q[ V5],
da sonst V5 € Q[ V3] bzw. V3 € Q[ V5] liegen wiirde, ein Widerspruch.

Es ist dimg L = 4, also folgt Aut(L, Q) = C, X C; oder Aut(L, Q) = Cy.

Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie gibt es eine Bijektion zwischen der Menge
der Zwischenkorpern von L und der Menge der Untergruppen von Aut(L, Q). L
hat mindestens 5 Teilkorper, also folgt Aut(L, Q) = C, x C; (die zyklische Gruppe
C4 hat nur 3 Untergruppen).

C2 X C hat genau 5 Untergruppen, also hat L nach dem Hauptsatz genau 5
Teilkorper. Diese sind:

L

[ V5] Q[ V15]

{1}

Das Element z = V3 + V5 erzeugt L, da Q[ V3 + V5] € Lund

(V3+ V5)(V3 - V5) = -2
=V3-V5eQ[V3+ V5]
= V3und V5 € Q[ V3 + V5]
=Q[V3+ V5] =L.

Aufgabe 7:

Fiir die Wiirfelverdopplung muss V2 aus Q konstruiert werden. f(x) = x> — 2 ist
irreduzibel nach Eisenstein mit p = 2 in Z[x] bzw. mit Gaufs in Q[x]. Da f( \3/5) =0,
ist f Minimalpolynom zu V2. Es gilt dann dimg(Q[V2]) = 3.

Damit V2 konstruierbar ist, muss Q[ {/E] in einem Korper L mit dimgL = 2"
liegen. Nach der Gradformel folgt 3|2", ein Widerspruch.



Aufgabe 8:

Nach Eisenstein ist f(x) = x° — 4x + 2 irreduzibel. Sei L der Zerfallungskérper von
f. Da f irreduzibel ist, operiert Aut(L, Q) transitiv auf den Nullstellen von f. 5 ist
Teiler von | Aut(L, Q)|, also hat Aut(L, Q) als Untergruppe von Ss einen 5-Zykel o.

f hat genau 3 reelle Nullstellen, die invariant unter komplexer Konjugation sind.
Also induziert die komplexe Konjugation in Aut(L, Q) eine Transposition 7, die
die beiden komplexen Nullstellen vertauscht.

Da je zwei Transpositionen zueinander konjugiert sind, konnen wir 0.B.d.A. an-
nehmen, dass 7 = (1, 2). 0 operiert transitiv auf {1,...,5}, also gibtesein1 <i <5,
sodass ¢(1) = 2 ergibt. Da p eine Primzahl ist, erzeugen o und o' die gleiche Unter-
gruppe, wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, dass (1) = 2 ist. Nach Konjugation
mit einer geeigneten Permuation von {3, 4, 5} konnen wir zusitzlich voraussetzen,
dass 0 = (1,2,3,4,5). Jede Transposition wird erzeugt, da (i,i + 1) = o lrgl-i gilt.
Die Menge der Transpositionen erzeugt Ss.

Die symmetrische Gruppe S5 enthélt As als nicht auflosbaren Normalteiler, also
lasst sich f(x) nicht durch Radikale l9sen.



